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L:emma 1.1 -. Let 

prfme to - m · and 

m -be a natural numb~ ~ 1, 2, p an odd: prime r.e~ati~ely 

the number of 'solutions ~x, y.) of the inequality N 
· . . ·~ 

(1) 

,(2) 

If 

m 
0 < X < Z' (x, m).' = 1 and Q. < y <· ~· · (y ,· p) = 1. 

'is :divisible· by mo.re than one prime, then ·· N · is everi. ;-·. \ . . . 

If ·m ~- ~ Y, . q pr_im_e., then 
l . 

. ·- . . . ~ 

::· 

.. 
i. •, 

·proof -~·F<?~· each ~f .· t~e ·· .soi~t'icms (x •. · yL .· · ~~ -h~v·~·\hat .: o.·;/m; __ : P~ ;-:·:~m·.' ·. ;~:':·:, .. · 
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Now, N :is the number 'of so 1 ut ).ons (x, y) 
Q ..... ~ 

' . ~--:--
. ~ese so~utions corresp.ond to the reductions wi tl'l 

with -m 2 < px· - my. ~ 0. 

as residue, · while · -X~ 

z. f. .Q •. For tk = 1, 2; 
:• . . ••• J 

I 

£:!. 2 . ; .Nk . is the number" of solutions·· (x, y) ..::; 
~-
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-m 
· ~-
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km ~ p'x· < m km .. . · . ~ .: ~Y 2 -

\ ' , •, . . , . .. ·. ·.· . 
·.' .. .. - ~ ~.~. c·: :. 
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We tlws obtain the £:ollowing c;:ongruence for N:. ' '· 

\ 
N = £.::!.' cp (m) + N + U (mod 2) 

.., 2 2 0 (L39) .. . :.::.' 

I < 1 

·where N
0 

is the number of reductions with negative residu~ and 0 . the 

numbor of reductions with odd .z. '·. l . 
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'.; ' . .. J ' . 
. . ',; ·. :) .·. 
" .. -: :, l'. : ·. 

'·. :'.J - . . : 

. ...... 
' .. '·' .· . .. 

. ~ .. -1.'.1·.: ·o ·.(mod 2) • .. : . 
' 1 ·., . ' . . - . . 

' . 
. · If. m·. i~ ·divisibl~ b~:· more th~n - ~ne,' ~rime_; ·. then. we· have 

• 1 ' .' • ' . ' . ' ' • ' • • I • ~· . ' 

.· _,· 
i • 

..:: ' '• :.. . . ... : ·. . ... . : . 
... ~if! (m} ~ .1· . , . .. 
: .. ~ . . . . : := (mo.a m) ... 

, • ! ' . . . . ' '.; ' ~ 

,· : : -~ . . ... : . . ...... ~- .. ·., . : 'I . : .. \ . . ' l . > : . . .. . . ' . 
: (see. Apostol'( 2 L: p. , 211) ·i nd ·hence· by (1.40),· ' N- ·: o (mod 2).· Also ;: . . 

; ·.' · •• : • • .. . ,: \ .J • ;:- • •• . • '.o ~ .. ..... : ' . . .: .. · ' :· 

q, (m) ::.. o ·mod 2 ~nd J:tertce, i t- - follo~s ... that ... . · · ··· .. ·· 
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... /. •' .:·· . .• N .. ~ .-0,. ~~~d'Z) : . ·h. · .. ·· · · ·· . (1.41) .,_ · . . 
• . : . . ' • · .. ·. .. . ,... ,, ··_., .· ' .5 . J ... :. :.:-' 

.. , 

., -1 £...· ~;n i·s - ·~ pri~e p~~~r . _' ·saY: · . ~· - ·~- qr-~.' q:· od~ prime • · :y · · ~ r;.. - ~heri :w'~ _. .... .': ·. . ,. 
' c 1 "\" th~t p '<tt ) 5 c*)(~d i.l:: T~ : ;, ;his, W.e r i 'iit ;pp ly th(E~l~r~ Fo~t , ' ... 

: . Th.eorem (see 'Ap.ostol ·r 2 ], :P· .. 1~-3) t;o o~~ai~ ··i :._· · ,._· ·" -~ .... · ·. ,- · ,.. ~ .-. ,:· . . 
·- .·· ··,,: .· ) !· 
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: ~ I ' ....... 
. ,. · 

. . :. 
: - ' .··. ' ... 
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To see 

. ~(~a+.l). 
p .2 . 
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,this. we let· 

p 
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. . -· 33. 
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·m 
a = 2 n, 
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1 = (p~Hm) + _I~ 
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'(mod Z) · 
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·, fi . . ·:.:' · .. ·. -- ·~· 
. 1 _.<. x

1
; : ·< - 2 , .:.- {:x:-; .·f. ).·= L . . 

-·-. . J.. . l .· . . ,. 
: : ' I • I ' • ' 

. . _By forming·. the. norm, . we·. &,e1; 
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·. primitive (~6d :lJ 
. or~er l,· :' ! ~ · --1, 

I. 

and ... 1/12 · 'is 

.·as ·. ~·: . is 0 f 

·. · 

·P~fmi.ti ve·. ·;' (~od k) >. lfurthez:- ·-. .Pl. is .of 

orde; · nl/1 =:.' ;u,; ·u > 2. Th4s,: ·~s 'will 
. . · . ... u' 

. . : be see~ .fil the p_roo-~ 'or ~the next 't~cor~~. 
.· 

(1\'~ "note-. that this.· 
.· ' : ' .·· . 

: " . 

• r· 

• • ,1 , ' .. > . : 

. ' - ~ 
"'· . ... : '·/' 
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. · · \ . . . , · 
" • I ' ~ I , 

. . .-:. ·· .. : 
.. .. · . 

. pri mi t'i ve 

Then . ·g = 

root (~od.· p y) 
. Y-i : 
(g')P_ ·' 

for all 

has order 
:-, . 

.. ' 

·~ I. 
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)' > 2 ' 

. ' 
.. 

(see Appstol [ 2 ], p .. 209). · 

y, ~ 2. 

~tin primitiVe, · (mod ·p) •.. ·ay in-duction on t, · t > 1,' it. 'is_.'easily seen 
. . t '·" . .. . ,. t 

that (1 ~- p)p · _:.: 1 (~od pt+lj ,.but .. (i +" ~)p · ~ 1 · . .(m.od-'Jlt+2) . . _. F.ro~ 

. ' . .. 

·.· 

., 

. ~ 
. • . . i ' . 

' .. 
·' : ' , , ~ . 

'.' ·:-.-· .f . . 
... :·)'' 

'· . , 

~. :· · . 

1.: 
-: ... 

·; 
/ . 

this I it easi.ly f~-!).ows' th'at ·the order 'of (1 + p )' (mod p Yr,, ~ ·. fpr ~ ~ ·\ -~-- .· 

y -:.: · 1,_ is . py-l - ·Henc~, there~ ·a;e . ·. H~Y)' numbers ·. ·g~{'~· + p)~;- · :j '\ /_-. 
:o ~ l ~ _<· p· - . 1~:·· :0 --~-· ·e < ;y~l· ' ~lich are .all . . incongruent · c~od ;~:) and . · . ,j;_ :·_ ~ -.. : 
:hence· ·form ··!l·:coll)plete ,.i>~t of/~~preie~t~~\/es' of·· t~e ~roup (~fpYzt* ... _:. · .. .' :· ·-<f:. ~-:_-: · _ ·-

(~' ... ' • .• ., : '_. ' .: I ( .~ ~ }[1 ';:·pi a }"d p~)' O~fl Jf ' >1: i~ · ~ ch~.~~ter (~od p YJ,_ .'' • ·. <: t 
· .. ;·f.:_· .. :.· ·, .· · .. .. · -~ -_..1;he~ - · ~J< is_'· glyen . .'by·_ · / ·:.·::. ' .- .. .. · · ... :; '~ · - , .. , . . :_: : · · · >: · 

. .. . ' ' · .. ·· ' . ·.-' . · ... ·. ··. " .... ,... . . , . . . :.•' : ' 
• · .~ t ,,' ' . ' ' •• I . . • . ;• ' } . : ·., • .;· ' · ,, ~ •,, •.' ~ ' ,: • ' ; : ' •. • ' : • . ,' . J._ ; ·: . _.·.:· . · .. ·:.··: ·, ·_.·, :. :'· . . -_~:.:· 

:, I I ,, : :' ' t' :· : • • ~ • ' ' •: • ., ' 

·:_._: _· __ :.' __ :_~.:.: ___ ~.;::.~:·,:·· .•. ~_ .. ::_;,_.: ·_ .... _·.·_. __ .. :-~·,:· .· -'. ·.' . ' .-' ;: , ..... _·:. : . : . .;" -· : ... · ':(: .. .. . : ,-; ' .' . ·.· ~ •. ·.' :. .<:· (-.< . .- . ..... ·:':_. .. ··. ·: ·r ... · - _ ··-~: . <-··YY-.:· ... . ~ :, . .. . .. ---:.-· .:.·. -. .- . ·· __ ,·_ . ;-.. 
· • ', . ' .. · ... ' :·, '.··where . 'z;;• ·:'is · a ·,pri!ili ti ve· ·. : m~th· : .rO<;>t ·Of ' Unity;, ' with ,:,mlp I '7 . 1', :~·_. ai)d : .£:, 

___ :_. ':~~{::: ---: : ,_:_~ .: _-_-__ ::: i.~_: ... ~ : __ :_ .... ::.::>1.; s_ ·.-.:_a_-_::.:;~_ i_m_\_ ·.~~. · ~,/ ... -._~.;~-.t_ h._ ..... _ ·_ .. ~_-.a __ ·_:_~_:i··.~.~- ~:_ .. tiri_._J __ t_! ~-·· ._-~~-·:·.·.~·t_-- · __ -~:~ .. -.• • .. :·.:_ ~- -~----:'J,-_._.-_-_·:_.~_.1: __ :_· ... ~_,:_~_-~_.-t:~_- _:;_~:g_·_· a_· .~::·1_·.· .·~-- -~{·~~- -1:~ __ :&.·_-.. ~--.'_-._._:·_:-.:_- .'._ -.· .· ___ : : _ _ · : .. · __ · :.· .·· ·. ·_: _.- _· ,-: :_._. :-.i .,. 

/~-,~.' : .·~ . •.•.• ~ . ~' h. :he •>:!;··~~ ~~ is. conveniimt in 1 ~te r ~aku~ a (!ons :) .. ~~~· ~~ } is,, a • • •• i . . . : ' . : ': . r 
.. , · · ···· .· . . ' . . ,:.' . , .. p~.i~itiv~ ·-.·~ha:ract~x: ~ ·- c~ad_pr).. ~ we · ~-l-~im ~ha.t : · · z .. ·!i1s _a .'pr.i:mit..iV~ ·: ·l>~--~,~~~s( ··· -~ . : .. ·_.· ·. -,· . 

: ·. r --··· --.. ·_··,_;:_.-.. · . . , ._ ;0~ .of unit~, ·:· i ~ ~ . . s.:= ·p~-~->·· ·i~·- ~~/ ~iii~_. ·· we :' ass~e·_. t·h~t .. ':/~:·py-< · .. " '' . ... ' 
.: -~::.:.-.' . ·:.:-.·.- _·._· ·_· .. ·: .. ·. -:- --. ·.·. -:~·:·: . -:: -~ - .- · .:: -.. . a::) . .. _.-.,, ~ ··: -- -~ ·- · .:· --~ .. · :·~ .· .. __ ~·.:e-... · .. : --~ , .. ' . ' 

· .. _-._~-_:·.···:_:f.:_,:~.~ ... ';.~:l.,,·_,_!_~_·_;.:_·_,_·:··-~--- --. _:· •. --. . ::_·_.:: _ .··_· .. -~,·.'.·:_.· ·.: .. .. >~ . ·. ~ .. >_ .L ,, .Now . 1£. ·1 ~ ' -~ ·- .g .. :Cl· + : p)_ · -(mo'd··:p :r. .x . _ =¥: g : (1 .. ~ ~- p: ~>·~·- .:~:~:d .. p -) ., . . : . 
.,_ ' : :~~;i_ . ii . _.· ~~~-~ -<-.. ~)i<-. :~; .. :~-~::·(~i·/p)~-~ .'. '(mo~(pY:i+~); · , .. ~he~ .- g .. : -g .:.: ~mpd_ p) __ _.·· · · ._ . 

. . -~H~_:.,_ ·, ::· - ·.:··-._./_,:· --:~:·:·:. _:: ' ... - -.~~d:·- ~q~::l_i> ~.--~;~/1 ~ :~~-i_ ~);:· . 1~s· .. :\(l.>.·fra_· __ E; _J1 .\;~.--~J~.-~: _,_: :~~-~~~.-y~:~itiJ :::_; :a~~·: so: _:. :._. >: .: .. -.: .·· . . 
[~;j:'> ' ·:· .. '·_- :-: .. · :•::· c:i·+·; p)~-a: · ,.· : -' 1· -.: (ihod : _pY·~~+.lj]-: 'There(~r~·; .· pY,-l.ja ·-· a .. ·. :a~ .· l .:. +:p: has .: .. . 

'};~T· : .; :·. · .... : · · · ··~ :.· __ .' ·;·_. , ,>-: ~.i_ -·. ~··• ·,- · :. :~-i~i·, · · - .. ·. ··,- .... ·· . · .: ... ·.;· ~·a :~ · : : . · · . ... - ~~~ :; _ ~ ~.; _. ~-- · c : · '; :, · · .·_- · · :r·, · ~ ;. '- · 
, ~·~:;;:_,. · · : .. : '.. . ·.- · :or.d~r .. -pr. .. · -.: .(mod p Y.· ,-. ).., .. B!-!t the~ · ljl(x) =: ·:'!; . z . ~- . = r; ·.-. ··z . . 8 .. , =. ··ll'(x ), . · . .- . · · ·, . ~ . . 
' ,.. :: ,' • i'- ' 7 ' : , ' '' • ' .~ < -. ' ' ' ' •' • • 1 • ' I ~ ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' : ' ' • , ' : ' ' •• ' • • I :· • o ' ·..., ' ' ' ' • ' • ' ', < ~< ' ,"'I ' ' • : • • ~ • • ' 

. '::SF:<:' . . · .. · ·. · _;;:~ .' _· .': .. ~:_:;·;: whfch is _a_- :·~~Ji~~adi~t.i~n : '~s'_ - . ,ljl : __ .·i-s .'i;r~~i t _ive :· · .. (~ee Ap~s~oi..' (i -]·, rhe,b·~~m:· a ~ ·16) :>'.:. ·: . .'.: -.: . :' : 
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)' \ , -~ ~--~ ----~ .. ' "' ' " , .... ' h · ' • - - . • . • . • . ' . ' 

. ~, -:. _ ~~:. _;,_ .. -:> ··- ·~· ·. ~· :::~ .. - --~;:~ :; _:: .. :::_ :_ .:~::-;. ;·:~---~:\~/ .. ·:t :~-: . ~~ :-:~:-;: {:··: t·:;_~·~ /:X:~~:;::· .. ~>:~ .. L~,.t~:-:~~~;\<;~:·;:_ '_~~_;··)/.:}~::~t-;~:.:t.)\):}t:if':-~.- >.~>/-J .. : .i: ~~~: · ·.-:i??IT:S\~.--.. :::;:::.-.-.: .. -~ : .. : 
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Hence, for 1jJ • pri.mi ti ve - (mod ~Y) , _'- z _root 

and so ·nljl. ~ mi:> 'i-_l. · .W~ note -th~t thi~ ·iast s_ta;eme)it. i~iies : 
. . ' _: . u 

liJ' .' is ' a primitive_ ·~haract~~ . {mod py) · wlth -.. n~ · ~-- 2_ ·, · _then-that .if 

I .. , 

oj .·, ; ; · 

-. ·~· . . 
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•. '',, . , · .. ' .• . 
L'- :.means the s.ummaW is O\!er any half syste~ 

±xmod f 
.We recal~. that 

~ . ! · 

· -.~-~;_;·_(_ .. :_:· .. · 
' ./'' 

. ~-.. ~ ' 

_: :~ .··. 
:,. " . 

. ~ .. 

.. •' 

··': 

·.-

. · . . 

.. \-(mod - ~) .~ 
f

, .. - ' 

. I_ 

= -1,_ ~hen A(lJI) = r 
±.x.mod f 

r 'ljl(x) 
±x·mcid f · 

B(l/J) . !:· r~ -
±X mod f 

ljl(x)x (mod f). ·and· ljJ'(x) x ·_: . L 
±x mod f -. 

W~ now ccllcu1ate .-the · congruence values· of · (mod, 2) · and 

.., ·, · ... . 
. ··;::·.· 

(mod p.Y) : 

• • • 1 • , , r: · , · ' ~ 
: ·. . .. 

• •• •. ~~ ··;. . . • l • : : ' • -.- •• : 

(mod '-2) 

B(lJi) 
, . 

\ -



',I, 

.. ~. '. ... , .. · ... , 

· . ... ! ~r---·· ... --. · .. ··.· ,1) .. . . . 

. . - 40 

1· - l; 
. i 

N . c 1 - z;) . = n. (I - ·. r; ) = ~ (1) . 
· ~ / . · .· (i,'mf=1 · m · · 

But. 
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We note· .. that 'if 
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nljl = 2 , 

•: 

·- 41 

then y 1 

that 

ti 
n'll 1.2 

as 
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\ 

\ 

\· 
: y- 1 

n = mp 
1/1' 

.· · 

From (1.56), it 

(1.57) 
(mod + l)' ·fo?= 

··tmo.d +z1 ) ~ but 
• . I 

not (mod .. ~1) ,· ,for 
'•li n ~ 2 

1jl .. • . 

~ · . . ' 
J' ' · ' · 

.C!llculation of '. B(~) -·· '(mod p Y) 
I . 
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£:.!_ 
2 

g _. ' + 1 
g - I; 

.. 

>, 

u 
r,; n (g - r,; -.) 

u 

. , , 
·:i' 

' ' r •. .' . •' 

~ ,• .. 

z;2i+~). · 
. p-1 

\ _, I .,- .. 
•, \ 
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1/1 (p - 1) - l prime ideals. · Further, if u is odd and (u, p ~ 1) . = d ~ l, 

,.· 

. . · . . 

the.n u pd-1) ., 1 
((p and ' sa. u 

(g -. t; . ) = g ( d)% * ' ~ - t; ' = g ·- c; Therefore, ci . E.:.!.' 
·d d 

g 1. Hence, g - t;u ::_J = . <I> . · ~ ·(g) 
. E..:l. . which divides is.. 

d 

prime· to . p 

(1.61) that 

d 
1?2 

< 'd 
since g · . :,...-. 

1 is .Prime !o' p .. Thc~~fore, . it foJlows from . 

.· · . . . . .. . ,. ·.: 

. . ·· ·:Fo:r... p ·f :3, p . ?as · sever~! ~~im~e~ _~ivis_~rs ·p~,p~ •. _ .'.:: · in - ~~i j . 
' , • '• ' ~- ' ' • ' ' ':. : ,• • • ~ • • ' ' • ' ( • ,, •' ' I .... . 'J. ' ~ ,• 1' I ' ' ,' ' ~' • 

... 

, ; 

j .. . 
I . . 

.. •,"-:.·:· , .. .. 
·. l "· . 

· .. -. 
I ' . 
j : · 

.. ·· . 

·'-· 

: .. 

and· We shall see·. that· ,the .addi tiona}..: s 'tate'ment Contai'ned '10: ·'(I ,6'2,) ': (that· · : ··'. · . .. .) .,. >. 

.:· ·:,: ·.~h~···s~ :~ori~}~~:r~~ . r~ ·~;i:me.'· ~~· · ·~ p) :. :. ~urno~. be-\i~~·~~i ·~~ ·~~ , becaii~~ . :' . . .,·; .. · ·~ ' . .. · ..... 
-. ··.··.· ·... . . ;·.~· ') / - ..... .. ~ . ~ ... · . ~ ·· ·. -~ .. . . ' : -- .- . .. ·. , .·:·-J ' . ' ... ·· ; ·:·· · ·.· ·~· 

. . : . . ~ : 

·-...... 

. / . ~ . 

~. ; 

" ' " ~ ; 
. .. - - 1 

• t '.• 

... we can conchtde .from it that the' norm ... of 1;he' SUm on .-the left· hand side is .. .- . . .... - ·~·' 

-... : .\ .. ; .-.. <.~:it : d~~i~i.~~~/~r:·t·~~ ·: ~~-~~.:: ~~ .· :;~~~-~:,~ .·.~, ~ .. , . ' ~h~e .: .~e~ns ·· ~~'~~·by · ·;Y:c~~c~.~.n~~l, ·:: · :: ·_.-,··:_ ~-· 
. ' · 

.·, ·-
~ . :- ~ . ; ' . •' . 

. .-, : Now ·f~; . .y :· ;.:' ~; .. ~~·\av~: . .. .· ··.· · . .' .·.. c ·:. , :> .: .~. ~· 
,. - ,· ·. . . ·. ·- ' · . .. ·' · ··, ' .1 .· .. . 

_. , . .. ··' . ' , • 

... . ~ : 

. : ··::· ·>-.: . ~· ' ·· ..... . . 

; . f :·:. ·.' •• • • 
• _.1.: .' -; 

, ... 

.. .. 
. . . ;·: .. ,·· 

:, ...... . . ' .. •. 

~- - ' ' . . ' ·.·!: ·;,· ·;;. . 

· ... ~. ; . . 
.· ' 

·,., .· : . . 

.·} , 

'· _· ........ •' .... ... .. 
' .· .. ·. 

. -. · , ... 
•,' f. 

·. - ~ 

,·7"'•, 

I ' 

'· '. t1 ~:' 

·- ' . · ,: ·. 
·. ~ . t ' .. 

··• . . ·· ,· ' ·" 

. . · . . . 
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. : .·. 

. :.· 
' . 

. . . ·,. . ·~ ...... . . 

. ·=· 
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r-11 · 
p -1 
. I I . 

e=o 

"" . 
:...J r-1. · •. [ .. 

p)f3 = . .[z 0- + p)p -. l = z· (1. •
1 -l(l )" 1 z . + p 

.... } 

y-1 
p)p 
+ p 

-). 
- z j 

· .. . 

. "'- : · 

. .. ~ ' .. . \ . 
'··t ·: 
• • • • • • ,1 

...J'! I 

~ .: .. 

·., 
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numerator of thh last ~ ~ 
. , .- y ·p.y+,_.1 • . · The · denornl··nator . 1· ~- i,:. \ . 

As was seen earlier in this proof • . the 

ex.pressi~n ' is di vis~?le by. "p . but not by .. .::> 

divisible . by the· pn-~~ :.·~rime d_lvi:Sor. ··.;p ·. of. · p (~eP.i;s.ent~d.· by 1 - z) ., .1. :.:·: 
. 2' . ' . . .; - ;\-. . 

· .. • :. . .- . i~ the" . field.~ 9 · y-l~ .bt.l.t" nf.t bf p:·· . . Thu_s ·the nwnir~~cir ~quds ·.· kp:r .. . +· .. 
'fi' ' ' ' wh• ~~ c< ~); i and th~ ?•~o~j nato~ .~ .;;( i "~~~ i;; ·, .Q ~'; ~q U~l L . f ' 

._:': .. :..... .... · .. •· . " .. , .... .. ;_ .·::·· . .. ": ·: ....... · . . ·. . . . ·· .... · .. , .. . -:-~ .. · ... ·:. ·,• ... : ... · ... ·. ·.· •, .··. · .. : ·, :·· .. ··· .J.' ... '. : ~ 
!?:;: :.. .. ... .- .·. p • J .. ···· wt1:e'r·e ·· J. : i~an . if!tegral: ' i.dea.J. of.Q · ..,._ 1 , .. wf!ich is· :_prime ~t.9 . ·.~. ·: .. :: · ·· .·:·· .··, ·.;.,·: .. : . ."·l<. · ·. 

· :~--~.;:._,_-·.. .. · tand : h~·n·~e t~ - .. ~)-: ; ~e~·~~~r~· ; .- ~~~~e ·t}l·e· .·r~·~t ·ha~a··~ide ·:~~ 'cL·6~; ~nd · ~/- · ~ · ·: :. ·· .. >· .- ~ _. ·,·~:-: .. ·.· . 
. :?i.>p: :.: ·_, , .. . : .. · ·· ·:::.;.· ~---~· ·~;e :b'J·;h ~ri~e;;~~::: i:~~at~· .· _ .t~~~ :. _.j_ l _~ . _: . ~~~ -·~~·. we -~~~e · -_·: . -· : .. . , . . '.·. ·.· ·:: . ,: : · ::: ·.· _. . _ · · ~ .... : .... _._: __ : __ .:::.· ~-~t:·:·_:::~ __ :_: .. ,: __ ·_-_.·::.· .. 
·~· · ··.~ ; ... ~~ . . ' . :: ~·. ~ .· . , · ., ' '• : · ~ .. . ' . . -~"' ·.: .. ' . 

. , , ,. ..... ' . , .·: ··· . . ' • . . ., .:···'' 
··.·r· .. ··· ·' ... . _. ·· y-1 .. '. ~_ . ~ . . ~ .· .. :.·.·· - ··.- .: .... . ··. : ... .. ·. · .. · .. · J . · . . 

, ·,, , . ,' · ·.· .. ... . •·. P a!~- ~ ,~:a fl :. p l~ ; o (!""d ~l b~t n'Dt (,;.;d.? Y.l· · · ·, c~:6s l , , ~ T , d • 

- .. : :: ' ' .: .. _ ... ., . .,...:. ( .· . • . . :: · • . ' . l .· , . 

. . , ,_.;, .. . '. . . . .. . . • • : '. . . . . 7 . ·. . . .. .. ·. ! . . 

. ·. : .. ~ . . ·· .. 

,' .·.· . . 
·:·.·:·-- .. · . 

. ' : • ' 

• ! ·: 

. .. . ·.·. ·.·.··' . . •1,::' 

.. ·_.· · 
... .. : . ·.· '~ . ' 

<-.: ·./ ·:. _:.~ . : v: . ... : ... . •. 

. \ . . ' . ' • . . . . ·. . . '· . 

.. '; ··For·· .y·. , · -1~-- ·: (i , os) hplds .. trivia.lly ·a:s.the .:s~_- Te'dl,lces_ ·to th~ .. ·.s1ngi·e .. ' .. · ... ':.; .· .. ' , ' ' ' .· · . . :·. ' ,. . . . ' .. · . . 

, ... t~-~~>·.i ._:::·a.~~t"_::~.';_·: y:-::.:· .. ":: . : >> .. :.: ,·_ ·.: :<:~.. :_.". _::· :. ·:. :· ... :.· -: , ·.- ·.:.: .. · ·. ,. . 
.. :·· , . Put~ing ··.(l.· 60)"· (~ ·;6'~) .".a~d: ~(l ~· ~s) ~ int<;> (l:·s.sj,~ _:w.e .. &et~. · ·. . · · · ,. ·· · 
' I' ' ' •: ' • ':~ • I, -=~ .', I ' ,.:.-, • ' v '\ • 0 ; .... • I •, I • '0 • 

.... 

· .. 
. . . .. 

.:.. :- .. 
'. : J ' • 

: .... 

.. ... . 

. . .. . ·' . ·:' .. ·, . . . ' ~- . ' . ·. .· . · .~. : ' ' . . :·:."" . . . .. ' . . . ·" . . ' . . ·:; 
. · .. ··.:: <. .. ·. ,< .· - . ·>t· (~~~·:::~~j : i~i: · .. i) _: : # ~(~;)~: : .· .. ·. :·.: . . . .. 

· ··- . .. · B(~) ' "' o· ·. > · · , · • · .. , ._ ·: . . : · ·. '(1 ,~6) . · ·'· 
. ·... ·· ! .. : < . -:. ; ·· em;~ --~)· fo.r . : :~ ;~·: ~ ·Cp.y) · · ·· ~ •· _.. . . ~ . _:' ·,:, , .,- : ·:> 

. ' ' .. p*_ .; . 1jJ . . • : . ' • • . ' ,·. >;_- . • .. . : · . 

w~~.:. · ,;~ ~ •. ~r~;y, prim~ a;VisOf~( p i~ ~-IQY-l ,( wO "~' .. that · · ·. . · • . 

. ·:.· f~r .' .p .: :; :·>~; : ~e. h·~.v~ ·:· ~ ·(~t· :t.·· :o.· : . (~~~.-pY)'.~_ ... by ··(1 :·~3) . ~~- ·(l: 6~)'~ b~t: ~or--··;: .' · · , ... · ·' ?.''·;.:: 
• • • ' ~ ' • • : • :, ' 1- : • • :- . ~ ... :.#.. ' •, .. .. . . ,. ' ' . •.. ; ·: : '-· ' :.;. · ~ . 

.• . . , . . ' . • . . .:··· . ••· .. · ·, i \ .. 
:': ,, • - ' ',:•. •, ,L:, .·: ,:• ,• :', ~ :, •:J ' ' ..... ....... : • "; ' ' ' . , ' , • .. •• 

. ·, •, 1,: > · . " . ' .... . · . ·- ·. .. ... . . \ . . ' . · , :-· . ··.· · . . · ' 
:' •" ' ·::.:;:- ... )." "' .· .. : . .. · , · ,: :·, : . .' . ... .. . .. . :· ... . : .. ::.> ;:, .. -· ,. '"'·: . ·'·: .. '.' ·.·: ' ·. -,_,_,._· ... . ; :·· :- .... :·'·:·,· 

·:··;;:~ :. : •• :,· .. ·· .'' ; .'-~ ' • • r , ) ; '• '. ,:" ,'· ' • : :, •_<·~:\ •, :OJ . • ·: : .. , ;,· . • '·~.. 4:1 • ,,', .I ·:.: • . ·.· ... · - . .. .. . . . ·.· ·. . ..~. . .· ··:.··.:·:, .... . ·... . ..-.:.:·.: ..... . , ·..... . ... " ... ; .. ··>:::·r .- .. 
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::··::-. 
. :.;. 

'·' 

., . 
p -;. 3. and n~ = -~~Cp1Y), · B(ljl) .may .or~ .. - ~ay not be congruent to 0 (mod py). 

From (1.66), · it follows by division by py . that 
·,, ' 

,{;·. 

.. '.: .· 

. . · .... : ... :, . : . .. 

l B(ljl) := 0 
pY 

for 

.{mod· + ;*), ·.bu·t . for 

!or· n = ¢ c"I>~) . 
. '41 . 

. .... ,. 

(1.67) 

p=3 not (mod +1), 

; I ' • .' • I,:.' : •, • ' ' • . • t ' '~ • ; ' • • • ' • ' •' ' ' ' ~. ' ' \' • , ' 

. <<:• ., · · . - . : .. : .. . -~ . -~,e. _.!es~~ ts . . (l~sn: ··:.~d· (l.,~T:_· . !i~~~by; .' ~-~. _so) ~ ~ . ~t,a~~men~ _c~n~e-rning_ 
~ <S;:/ .. :.. ·: .' : ;; tl~.~: _co~gr~:~c:n~e-, v~~ue.~ _.,.of ·_ . ~lj! :_. ·(mpd '+l) .: a~.a~ ' .'_the;refor~·- -~ S~fl~:e,~eri~: on 

:·.<t/· ,-. . : .: ~~~·.· ~cnom~~~~or·: of. __ :_Hj~ :.Sin~-~·}.? ~-~~c~ . case: at ~?_~t :~.one. p·~i·~~~ :~~~-i~pr ·_. Z': ·. ··: .. 

. ' <·./-:' ·: ··: .. .,:._ qf . 2. ·. arid one. ·P.rim~.- di vis~~:- ' .. ~-~ '· ·of: · P. :· is .. c~ntained .. ii; this' de'n~~ir11~fo,~, : 

· ~ 

~ r ... < ;~e ~bf3ln . i~~ f~)l~~)nz; f~ct~ ab~t ~~: • . ~~nOm'i~a;~i of' ~t(~~): . ·····• . . '.· .. 

··· : : :!::; . ~ .. ·, · ~,f J·. }5": ·a pr1miti·v~ ·ch.arai::te.r with ._Q_.dd. :~rillle_ ... Power condl!'ct~r ·. ·. .. . . '. v. · . . . ·::~: ~ ·.::, (:P: :>. ,: '\ •' N~<H~)"\is . a ;:~t~o.~·:,z:~~c:::: denomin~tOr .· .. · . 
·, . . ' · · • , ; of :~:o:t:r:::'":t·~::u:: :c;:~:.::~o~:n:•:r ~hL' ;~ i~h::./ . ist .. 

. · ·..•. higlie~t poJer Of 2 '~Ontili~ed in, \r- -1. ··· · 0 ... . 
, ... ~The .. pri~e fa2toi. p, ckc~~s iri\ the denominatOI: :at,'most :i_~·: the case . · 

,. ' •• ' • • • \ • ' . ' • ; ~ ·, ~ I ' J • • ' • • 

· ... -. ·n,- ·=_::~(p_Y);. ·f~r · p-.-== ~3 -, .. _._ .. it · ~e-~lly ohct:irs .~ . . ·_.> : .. .-.. ·. .. · :. :· . : i: ·: 
. ·::·. 1jl . . . •. ·. . ' . . . · . . ·. • • ' ., . . . . . . . . . . . : . ·. 

. 1 " 
- -~ .. 

· .. ... . 

... 
; ~ ' 

.-:; ' . 

'.j.-': . 
1 j • • ' _,. ,. 

l-. ·. ~ . ·_ 
·l . . 
~ ; . , 

. . . 

'\' 
\ · ' ! •.· 

r :.·. .. . -' . 
.. ... 

:.~ ,·· 
.... . 

~,' I • • ,, . : • 

. .. · :' , .. -.... · 
. ' ~ ' ···' . . . . . . .' : . 

~ ' ·' , ,f' ,, , ' , I ' 'I ' • ,I ' , ' , 0 , ,• , , - , 0 

· ,·case ··Ii ·.:. ·We l~t. ·.tji· ... :be, a: pr.imi ~;i v~ .. :· ~h~r~~ter -·with, · .co~d~¢·t~r . ~·,f· ~ £.(~)' · .:~ :2_<:: , ._:_:· :::.: : ._::, . :: . ·.,: . 

.. ~ 

. , .· ··. '. y .. > ·2< . (N6t~·'·~ha~\h·~ ·.: 2ase:.,;:~ :~· ·2 ·. -d~e~ ~~£ .o.~cur·-~s, .. oth~ .- o~ly .char~c'ter · ': .. 
•''··. • .·, -~· : : : •• - . .. ~ ~ ·:_ · _ .... _: : · ~ - . _· ·: · : , .' • .... -_ •• :: · . . . • . • _ •• • , • :. • ••• ", ,:. ' • • h ' . · '~ . . ' • • : . 

· . . ·., :· 11!9.~ ' ,2,· :.~·s .the, .. tiiii,.t.' ch~ra~~er. ' '~irich -has conduc~'or ._ .. ~) :·· ~Y; 'ind~~on __ on_: · -i, . 
' •, ' • ' ~ •: I., ' • ~.'. : .> '•' - ' , ,.·. ·. '•" , : • • • • • ~ •'" • 

' ." 8- -. 
·, . . · .. :f: 

. .-.·:· ·: · ... . : . -. _. ~ = .. 
~ · ... , .. -

·. : .. -~ .. 
. ' , · ,.. ._. . ·. · .. 

I ~ 

.: . .-~.- . ~ . 
.' . 

:_ .... 

: ;, . . : 1 , 

. :; " . 

:' ~ ·-. 



. . )~.: ~ 
·--l -: 

:•. 

• • '1 

. ·' 
/ 

... :,:. 

~ .... .. _ ·. " "'-

. } -­r. '' 

.. : ··. 
' . 

-. 
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· .·:·. 

... ~: 

~ :,_ ·. 

.':o ' 

.. ~ ... : ' . 
. , , ' ,_ 

·.-:_J> 
' • '· 

-(" :: . 
' .. 

:· ::.-

' . ~ .. 

~ <.; 

~ : 

:·;,\..' 
. ~~-.. 
. ' •51.'! . 

o/~Y 

. ~ ' . 
·:.·-

· : . 

·. ~ 

·,_· _ 

·' 

·easily seen to imply, ~hai 

quadrup~e 

X, 'x, 
. , 

~ . .• ' l 

·have -cotrespondiilg charact~r .va~ es 
• . 

. ~ ' . . 

·' . , · '. 

. '· 
···' ' . . ·. 

... ~ -: · .. 

'.;,·, -.· ... 

: \, . ·~ .. ,., ,· ·, . '• ." 

. ; 
. ·:.· . . 

:··' . 

-.. ·.:·· . ... 

'·< ' "·· . '· '·.· 
. '·· + :- ... _: __ ,... 1 · - -2 

-. ,. ·· · L ·' · ~:( IJI.(x) ·= ·. · 
:: ±xmoqjY· : ... · _ . . · ... ·· 

:-· . . :·_. \ . 
. ~ : ... ·:· 
. _·a!td. ~~ '<L6s~ 

.. ~I .. .. ::- ~ ....... 
··. /' .. 

.. .. 
·-' . · ..... 

., . 

. • .• • : i. ·, 
.· . 

- . ··· .. ... 
:'ot •. 

• · , • I ' ··· .. : 

f_;·~· · .. ·:. __ , ..... _:,·:. ···. -'::. ··-~·: -·.::;. ;_,_--: _:~:_::;~· ,.,."· .. .-
• . r . ~ , ·I . _;;. • . . .. , ~ : • ,. ' . ; •, . 

:.r,l ·~-:~d, .. :~·;·g~~f, .t:,h~~~~~t(h;-; 

' ~ ' ~ . ,, ··.· . . . ~ . 
' . ~ .• < ·. ... -: ... . 

.; D,.-
. ~ . ::. ··· 

• ? " ' · 

· .. : i' 
' I 

: ..... ' 

I · 

.. 
· ... 

·' 

-Thus the' f~l lpwing 

_.-

.. ~ : 

· .· .. :. 
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I 'l . ' 
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' . -.~ 
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. { . 
. · .. · · .... · 

.,.._ t : . 
·. : 

it is easily' ....... 
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. . I . 
. 'J , , 

t 
seen that (1 + 22) 2 · _ 1(mod ~t+Z) but 

. , • 

'\ ''• 

. :·. ,. 
I ' ' ~J.' 

. . ~ ' 

.·-: 

(mod it+3). 
~ . ~ I . 

From this, it easily follows that. the ord ·r ~f .· l· + ' 22 
is 

__ ,. 

zY-.2 .(mod ·2Y) 

J . 
0 ~a< ·2, . ·0 < f3 < 2r-2, are all incong:r:uent (mod 

.· 

., .. 
.·.·· 

· ... . : 
'! 

0 
I I 0 o ' > ....... .... 

' .· · ,; · . ··;:; Him~~. : 'al\~o. we .~ave . .. 
-: . .. -. 

' ·' 

• p ...... ; . ' ~ ' . . . '· . . . ·., . ·"" ·~~· · : \ , .· .· ... 

hence·, . 

_.:_ ·: ' · 

, ·.' 
·- . •., 

. . . / 

. - ~ · .. . .:; .. ·· . . 
' ; ·.:. : .. 

. .. ~ -

:.·· .. 

. :-·· ·. 

• • ~0 • ot> 

•. ''· .. 
·. ~ .'·. ' 

. .. 

· ··: · .· ' ' . ;· 
·. : ! .'·"', ·,· 

.. :, : ~ ... . = . . .. · . . 

:·.;._ .. ·. -: . . .. , ... .,} · . 
, .' ,·"-r· •. r-: . , . , .: 

.. . : ' :··.' .. 

. ·: 

. .··: 

··.:. ; . 

' · , ' :~' · : · . 0 ': .' ' • ... . , . . ' 
. 'I ' 
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·_.: 
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l ~-... 
,.··· < . · .. , ... _ .. :· •. •' , '\ .'.·. ·~ 

··"· • • • t ' I I_. .:.,: I ' • :~ . ' • o ' o 
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. the_.Galqis grinlp' of · ·~;S/Q;. ·rnu~t-~e; of _ tyP~ (2, 2). ; ,we · cad · ~h·e thitd · . .. 

. . · -· · . . pr~~e:r irit~-r~ediate· fie.ld : F 
4

g.•. 'and,- w~ h~V'e . the fopowing .- di~gram wh~_re. ·. · · .- · 
. /, . . : . . . 

. . f . ' 
. -· -}. . ' 

:_ . /Q48 . · . .F 4~ , _is· re~1 with conductor 48 . 

· · · /~: .· ,.~ ' .. , ,:; we_ noW ~·~ to.ft F4g i• -cyclic 

. . . . :_.·._· :· .. ·.Q_.I6A·. · ·: ·· :_ 418~·· . . _·;, Q;~4~·· . _._-~:·.· _.-:.-· · .. ·· .. ~ver. _ Q: ~:e ~aloi~ : group H:····· -... , 1} ,. 

•' +· + '•, . . . ' .. 
• 1 • ' · - · • · · of. Q48;q8 are thOse ·e~~me~ts. · 

., . . ·: .. ·. . + .. . ., .· . . . -~ . . . . . . + . 

· · . . Q8 . . . QJI6'/6) Q12 ~~>f.th:e Galoi's -group ·of .Q4iQ. · .. .' 
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. ,;. ·.·· .. . ·~ ·. -~,: . _ · • : . wh~'ch · fix . Q~!- ·_usin~ ;.the fact · ... · 
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. 't: . \ . . ' : -~ -

.,.. .: " .. • . · ·· Q · . that~ Q; ~ Q(r;
8 

+ .';
1

) = ~--

:1 : · . ... .. ·.·: r' :. ·. :_ · ·. · Q.(r;:
8

· + r;~~). ~e see that . · ·. ·\., 
. ;. '\,• , '\, ' ,fl.' ' '\, 6 : : -6 . ' l02 . -102 · I 6" ' ~6 

· .H = {1,. 7, 17, ·:23}. For. example, .o
17

Cr;48 + r;48) = r.;48 + ·t;48, · ~ r.;48 .+ ~48; 
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_ _sim}1ar 1» \ t:~· Galois GroUp H: o: Q:8ftl~6 are th•• e. :1 •-:n \ ,of" ~ . 

wh.i~h fi.\ Q 16 .. 11n~so H' = U / 17}. · _Further~ ~H:. .. ::: {1, 23} \Jhere·.· lt'" ... · ··. ~·(· :"··: ·_. 
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h·+ · .:for. m = "'~4-~ 40, 48, 6'0 and. 8~ ~ · For each ·.of ·m . . . ·. . 
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th,ese - ·m let md:· be the · lal:"ge~t_:-odd divi~or of ·· m.· Th~~ · ~~~ · and 
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1
P,;)? for -: some .p;rime ideals · 
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~ /Q (see Rib'_enboim -{201.. p .. 2ll . a·nd p. 219). Heru:e, t_~e prime .divisors 
.. • • I ' • ~ D ' . 
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int~.g~r .-r_: su~h ,that 2f ·· ~ ;, 1 '±· .. ~:-ci~ .. mo)· ·. is·. 
- ~(mol 
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a,nd so the 
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i d~ar ~en~rate!l by.' . z' . in . ': ~ .. . is prime. ove: use' :}ler_e the' 
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.efg ·:;: ~. ~here e --. is the ramificat.ion '· i~de'x, f ~h~ : 
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