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i = 1~;.- 2. ·. ·Then . tlie nlimbers ' x · · x' · x~·· x·''"' ·-~~-- giv~ ~: _co~plete ·. 
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L:emma 1.1 -. Let 

prfme to - m · and 

m -be a natural numb~ ~ 1, 2, p an odd: prime r.e~ati~ely 

the number of 'solutions ~x, y.) of the inequality N 
· . . ·~ 

(1) 

,(2) 

If 

m 
0 < X < Z' (x, m).' = 1 and Q. < y <· ~· · (y ,· p) = 1. 

'is :divisible· by mo.re than one prime, then ·· N · is everi. ;-·. \ . . . 

If ·m ~- ~ Y, . q pr_im_e., then 
l . 

. ·- . . . ~ 

::· 

.. 
i. •, 

·proof -~·F<?~· each ~f .· t~e ·· .soi~t'icms (x •. · yL .· · ~~ -h~v·~·\hat .: o.·;/m; __ : P~ ;-:·:~m·.' ·. ;~:':·:, .. · 
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.: ....... :.;.: . ·; . i'· : ·. ·:-}?· .~~· . r~) :'·.:·.:-~2 m.~ .-~_m)_ ~ · ~.- .. :: :._. ~ - --2 .. m, .. ·.- ~.~~- .. . 7~e~e .~~~-.. zer:~-~~n . s ub1ptetval .' .. ': .> .·.:.:·.· :~. _:i:·,- · ... 
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Now, N :is the number 'of so 1 ut ).ons (x, y) 
Q ..... ~ 

' . ~--:--
. ~ese so~utions corresp.ond to the reductions wi tl'l 

with -m 2 < px· - my. ~ 0. 

as residue, · while · -X~ 

z. f. .Q •. For tk = 1, 2; 
:• . . ••• J 

I 

£:!. 2 . ; .Nk . is the number" of solutions·· (x, y) ..::; 
~-
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-m 
· ~-
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km ~ p'x· < m km .. . · . ~ .: ~Y 2 -

\ ' , •, . . , . .. ·. ·.· . 
·.' .. .. - ~ ~.~. c·: :. 
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We tlws obtain the £:ollowing c;:ongruence for N:. ' '· 

\ 
N = £.::!.' cp (m) + N + U (mod 2) 

.., 2 2 0 (L39) .. . :.::.' 

I < 1 

·where N
0 

is the number of reductions with negative residu~ and 0 . the 

numbor of reductions with odd .z. '·. l . 
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" .. -: :, l'. : ·. 

'·. :'.J - . . : 

. ...... 
' .. '·' .· . .. 

. ~ .. -1.'.1·.: ·o ·.(mod 2) • .. : . 
' 1 ·., . ' . . - . . 

' . 
. · If. m·. i~ ·divisibl~ b~:· more th~n - ~ne,' ~rime_; ·. then. we· have 

• 1 ' .' • ' . ' . ' ' • ' • • I • ~· . ' 

.· _,· 
i • 

..:: ' '• :.. . . ... : ·. . ... . : . 
... ~if! (m} ~ .1· . , . .. 
: .. ~ . . . . : := (mo.a m) ... 

, • ! ' . . . . ' '.; ' ~ 

,· : : -~ . . ... : . . ...... ~- .. ·., . : 'I . : .. \ . . ' l . > : . . .. . . ' . 
: (see. Apostol'( 2 L: p. , 211) ·i nd ·hence· by (1.40),· ' N- ·: o (mod 2).· Also ;: . . 

; ·.' · •• : • • .. . ,: \ .J • ;:- • •• . • '.o ~ .. ..... : ' . . .: .. · ' :· 

q, (m) ::.. o ·mod 2 ~nd J:tertce, i t- - follo~s ... that ... . · · ··· .. ·· 
.. 2 ... -= ·. . ' '· . . .- .' . · .. ·.·· ... ·,. _. ...·· •'::..· . 
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,.; :· . .. . 

,· ' 

\ : ·~ ' ... . .. ~,.. ., 
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... /. •' .:·· . .• N .. ~ .-0,. ~~~d'Z) : . ·h. · .. ·· · · ·· . (1.41) .,_ · . . 
• . : . . ' • · .. ·. .. . ,... ,, ··_., .· ' .5 . J ... :. :.:-' 
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., -1 £...· ~;n i·s - ·~ pri~e p~~~r . _' ·saY: · . ~· - ·~- qr-~.' q:· od~ prime • · :y · · ~ r;.. - ~heri :w'~ _. .... .': ·. . ,. 
' c 1 "\" th~t p '<tt ) 5 c*)(~d i.l:: T~ : ;, ;his, W.e r i 'iit ;pp ly th(E~l~r~ Fo~t , ' ... 

: . Th.eorem (see 'Ap.ostol ·r 2 ], :P· .. 1~-3) t;o o~~ai~ ··i :._· · ,._· ·" -~ .... · ·. ,- · ,.. ~ .-. ,:· . . 
·- .·· ··,,: .· ) !· 
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To see 

. ~(~a+.l). 
p .2 . 
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,this. we let· 

p 
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. . -· 33. 
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·m 
a = 2 n, 
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1 = (p~Hm) + _I~ 
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'(mod Z) · 
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·, fi . . ·:.:' · .. ·. -- ·~· 
. 1 _.<. x

1
; : ·< - 2 , .:.- {:x:-; .·f. ).·= L . . 

-·-. . J.. . l .· . . ,. 
: : ' I • I ' • ' 

. . _By forming·. the. norm, . we·. &,e1; 
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·. primitive (~6d :lJ 
. or~er l,· :' ! ~ · --1, 

I. 

and ... 1/12 · 'is 

.·as ·. ~·: . is 0 f 

·. · 

·P~fmi.ti ve·. ·;' (~od k) >. lfurthez:- ·-. .Pl. is .of 

orde; · nl/1 =:.' ;u,; ·u > 2. Th4s,: ·~s 'will 
. . · . ... u' 

. . : be see~ .fil the p_roo-~ 'or ~the next 't~cor~~. 
.· 

(1\'~ "note-. that this.· 
.· ' : ' .·· . 

: " . 

• r· 

• • ,1 , ' .. > . : 

. ' - ~ 
"'· . ... : '·/' 
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,: .,. ·.·. 
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. ~ ....... : : 
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. · · \ . . . , · 
" • I ' ~ I , 

. . .-:. ·· .. : 
.. .. · . 

. pri mi t'i ve 

Then . ·g = 

root (~od.· p y) 
. Y-i : 
(g')P_ ·' 

for all 

has order 
:-, . 

.. ' 

·~ I. 
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)' > 2 ' 

. ' 
.. 

(see Appstol [ 2 ], p .. 209). · 

y, ~ 2. 

~tin primitiVe, · (mod ·p) •.. ·ay in-duction on t, · t > 1,' it. 'is_.'easily seen 
. . t '·" . .. . ,. t 

that (1 ~- p)p · _:.: 1 (~od pt+lj ,.but .. (i +" ~)p · ~ 1 · . .(m.od-'Jlt+2) . . _. F.ro~ 

. ' . .. 

·.· 

., 

. ~ 
. • . . i ' . 

' .. 
·' : ' , , ~ . 

'.' ·:-.-· .f . . 
... :·)'' 

'· . , 

~. :· · . 

1.: 
-: ... 

·; 
/ . 

this I it easi.ly f~-!).ows' th'at ·the order 'of (1 + p )' (mod p Yr,, ~ ·. fpr ~ ~ ·\ -~-- .· 

y -:.: · 1,_ is . py-l - ·Henc~, there~ ·a;e . ·. H~Y)' numbers ·. ·g~{'~· + p)~;- · :j '\ /_-. 
:o ~ l ~ _<· p· - . 1~:·· :0 --~-· ·e < ;y~l· ' ~lich are .all . . incongruent · c~od ;~:) and . · . ,j;_ :·_ ~ -.. : 
:hence· ·form ··!l·:coll)plete ,.i>~t of/~~preie~t~~\/es' of·· t~e ~roup (~fpYzt* ... _:. · .. .' :· ·-<f:. ~-:_-: · _ ·-

(~' ... ' • .• ., : '_. ' .: I ( .~ ~ }[1 ';:·pi a }"d p~)' O~fl Jf ' >1: i~ · ~ ch~.~~ter (~od p YJ,_ .'' • ·. <: t 
· .. ;·f.:_· .. :.· ·, .· · .. .. · -~ -_..1;he~ - · ~J< is_'· glyen . .'by·_ · / ·:.·::. ' .- .. .. · · ... :; '~ · - , .. , . . :_: : · · · >: · 

. .. . ' ' · .. ·· ' . ·.-' . · ... ·. ··. " .... ,... . . , . . . :.•' : ' 
• · .~ t ,,' ' . ' ' •• I . . • . ;• ' } . : ·., • .;· ' · ,, ~ •,, •.' ~ ' ,: • ' ; : ' •. • ' : • . ,' . J._ ; ·: . _.·.:· . · .. ·:.··: ·, ·_.·, :. :'· . . -_~:.:· 

:, I I ,, : :' ' t' :· : • • ~ • ' ' •: • ., ' 

·:_._: _· __ :.' __ :_~.:.: ___ ~.;::.~:·,:·· .•. ~_ .. ::_;,_.: ·_ .... _·.·_. __ .. :-~·,:· .· -'. ·.' . ' .-' ;: , ..... _·:. : . : . .;" -· : ... · ':(: .. .. . : ,-; ' .' . ·.· ~ •. ·.' :. .<:· (-.< . .- . ..... ·:':_. .. ··. ·: ·r ... · - _ ··-~: . <-··YY-.:· ... . ~ :, . .. . .. ---:.-· .:.·. -. .- . ·· __ ,·_ . ;-.. 
· • ', . ' .. · ... ' :·, '.··where . 'z;;• ·:'is · a ·,pri!ili ti ve· ·. : m~th· : .rO<;>t ·Of ' Unity;, ' with ,:,mlp I '7 . 1', :~·_. ai)d : .£:, 

___ :_. ':~~{::: ---: : ,_:_~ .: _-_-__ ::: i.~_: ... ~ : __ :_ .... ::.::>1.; s_ ·.-.:_a_-_::.:;~_ i_m_\_ ·.~~. · ~,/ ... -._~.;~-.t_ h._ ..... _ ·_ .. ~_-.a __ ·_:_~_:i··.~.~- ~:_ .. tiri_._J __ t_! ~-·· ._-~~-·:·.·.~·t_-- · __ -~:~ .. -.• • .. :·.:_ ~- -~----:'J,-_._.-_-_·:_.~_.1: __ :_· ... ~_,:_~_-~_.-t:~_- _:;_~:g_·_· a_· .~::·1_·.· .·~-- -~{·~~- -1:~ __ :&.·_-.. ~--.'_-._._:·_:-.:_- .'._ -.· .· ___ : : _ _ · : .. · __ · :.· .·· ·. ·_: _.- _· ,-: :_._. :-.i .,. 

/~-,~.' : .·~ . •.•.• ~ . ~' h. :he •>:!;··~~ ~~ is. conveniimt in 1 ~te r ~aku~ a (!ons :) .. ~~~· ~~ } is,, a • • •• i . . . : ' . : ': . r 
.. , · · ···· .· . . ' . . ,:.' . , .. p~.i~itiv~ ·-.·~ha:ract~x: ~ ·- c~ad_pr).. ~ we · ~-l-~im ~ha.t : · · z .. ·!i1s _a .'pr.i:mit..iV~ ·: ·l>~--~,~~~s( ··· -~ . : .. ·_.· ·. -,· . 

: ·. r --··· --.. ·_··,_;:_.-.. · . . , ._ ;0~ .of unit~, ·:· i ~ ~ . . s.:= ·p~-~->·· ·i~·- ~~/ ~iii~_. ·· we :' ass~e·_. t·h~t .. ':/~:·py-< · .. " '' . ... ' 
.: -~::.:.-.' . ·:.:-.·.- _·._· ·_· .. ·: .. ·. -:- --. ·.·. -:~·:·: . -:: -~ - .- · .:: -.. . a::) . .. _.-.,, ~ ··: -- -~ ·- · .:· --~ .. · :·~ .· .. __ ~·.:e-... · .. : --~ , .. ' . ' 

· .. _-._~-_:·.···:_:f.:_,:~.~ ... ';.~:l.,,·_,_!_~_·_;.:_·_,_·:··-~--- --. _:· •. --. . ::_·_.:: _ .··_· .. -~,·.'.·:_.· ·.: .. .. >~ . ·. ~ .. >_ .L ,, .Now . 1£. ·1 ~ ' -~ ·- .g .. :Cl· + : p)_ · -(mo'd··:p :r. .x . _ =¥: g : (1 .. ~ ~- p: ~>·~·- .:~:~:d .. p -) ., . . : . 
.,_ ' : :~~;i_ . ii . _.· ~~~-~ -<-.. ~)i<-. :~; .. :~-~::·(~i·/p)~-~ .'. '(mo~(pY:i+~); · , .. ~he~ .- g .. : -g .:.: ~mpd_ p) __ _.·· · · ._ . 

. . -~H~_:.,_ ·, ::· - ·.:··-._./_,:· --:~:·:·:. _:: ' ... - -.~~d:·- ~q~::l_i> ~.--~;~/1 ~ :~~-i_ ~);:· . 1~s· .. :\(l.>.·fra_· __ E; _J1 .\;~.--~J~.-~: _,_: :~~-~~~.-y~:~itiJ :::_; :a~~·: so: _:. :._. >: .: .. -.: .·· . . 
[~;j:'> ' ·:· .. '·_- :-: .. · :•::· c:i·+·; p)~-a: · ,.· : -' 1· -.: (ihod : _pY·~~+.lj]-: 'There(~r~·; .· pY,-l.ja ·-· a .. ·. :a~ .· l .:. +:p: has .: .. . 

'};~T· : .; :·. · .... : · · · ··~ :.· __ .' ·;·_. , ,>-: ~.i_ -·. ~··• ·,- · :. :~-i~i·, · · - .. ·. ··,- .... ·· . · .: ... ·.;· ~·a :~ · : : . · · . ... - ~~~ :; _ ~ ~.; _. ~-- · c : · '; :, · · .·_- · · :r·, · ~ ;. '- · 
, ~·~:;;:_,. · · : .. : '.. . ·.- · :or.d~r .. -pr. .. · -.: .(mod p Y.· ,-. ).., .. B!-!t the~ · ljl(x) =: ·:'!; . z . ~- . = r; ·.-. ··z . . 8 .. , =. ··ll'(x ), . · . .- . · · ·, . ~ . . 
' ,.. :: ,' • i'- ' 7 ' : , ' '' • ' .~ < -. ' ' ' ' •' • • 1 • ' I ~ ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' : ' ' • , ' : ' ' •• ' • • I :· • o ' ·..., ' ' ' ' • ' • ' ', < ~< ' ,"'I ' ' • : • • ~ • • ' 

. '::SF:<:' . . · .. · ·. · _;;:~ .' _· .': .. ~:_:;·;: whfch is _a_- :·~~Ji~~adi~t.i~n : '~s'_ - . ,ljl : __ .·i-s .'i;r~~i t _ive :· · .. (~ee Ap~s~oi..' (i -]·, rhe,b·~~m:· a ~ ·16) :>'.:. ·: . .'.: -.: . :' : 
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)' \ , -~ ~--~ ----~ .. ' "' ' " , .... ' h · ' • - - . • . • . • . ' . ' 

. ~, -:. _ ~~:. _;,_ .. -:> ··- ·~· ·. ~· :::~ .. - --~;:~ :; _:: .. :::_ :_ .:~::-;. ;·:~---~:\~/ .. ·:t :~-: . ~~ :-:~:-;: {:··: t·:;_~·~ /:X:~~:;::· .. ~>:~ .. L~,.t~:-:~~~;\<;~:·;:_ '_~~_;··)/.:}~::~t-;~:.:t.)\):}t:if':-~.- >.~>/-J .. : .i: ~~~: · ·.-:i??IT:S\~.--.. :::;:::.-.-.: .. -~ : .. : 
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Hence, for 1jJ • pri.mi ti ve - (mod ~Y) , _'- z _root 

and so ·nljl. ~ mi:> 'i-_l. · .W~ note -th~t thi~ ·iast s_ta;eme)it. i~iies : 
. . ' _: . u 

liJ' .' is ' a primitive_ ·~haract~~ . {mod py) · wlth -.. n~ · ~-- 2_ ·, · _then-that .if 

I .. , 

oj .·, ; ; · 

-. ·~· . . 
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•. '',, . , · .. ' .• . 
L'- :.means the s.ummaW is O\!er any half syste~ 

±xmod f 
.We recal~. that 

~ . ! · 

· -.~-~;_;·_(_ .. :_:· .. · 
' ./'' 

. ~-.. ~ ' 

_: :~ .··. 
:,. " . 

. ~ .. 

.. •' 

··': 

·.-

. · . . 

.. \-(mod - ~) .~ 
f

, .. - ' 

. I_ 

= -1,_ ~hen A(lJI) = r 
±.x.mod f 

r 'ljl(x) 
±x·mcid f · 

B(l/J) . !:· r~ -
±X mod f 

ljl(x)x (mod f). ·and· ljJ'(x) x ·_: . L 
±x mod f -. 

W~ now ccllcu1ate .-the · congruence values· of · (mod, 2) · and 

.., ·, · ... . 
. ··;::·.· 

(mod p.Y) : 

• • • 1 • , , r: · , · ' ~ 
: ·. . .. 

• •• •. ~~ ··;. . . • l • : : ' • -.- •• : 

(mod '-2) 

B(lJi) 
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N . c 1 - z;) . = n. (I - ·. r; ) = ~ (1) . 
· ~ / . · .· (i,'mf=1 · m · · 

But. 
I • 

, ' ' ... 

· .. ' 
. '. ( 

. ; ., 

.•' 

' ' 

\ . 

,1 · •• • •• 

,;· '" .. , 
-·._ .. : .• · •. ! . . . ~ 



: . ... ;,.._ , 

·v-···· ~ . . . " 
' ' 

' . 

. . :-:-r·~ ·-. . · 
_:-: :: .... -

·.· ~' ( · . .. . . 
'· .. 
·.· .. 

.· .. . •, 

: .... · .. 

.-...... ~. ~ 

.. •-T: :;~~ .; 

• . ' ' ( : 
-~ ~ ' 

I ' 

·. 

We note· .. that 'if 
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nljl = 2 , 
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then y 1 

that 

ti 
n'll 1.2 

as 
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\ 

\ 

\· 
: y- 1 

n = mp 
1/1' 

.· · 

From (1.56), it 

(1.57) 
(mod + l)' ·fo?= 

··tmo.d +z1 ) ~ but 
• . I 

not (mod .. ~1) ,· ,for 
'•li n ~ 2 

1jl .. • . 

~ · . . ' 
J' ' · ' · 

.C!llculation of '. B(~) -·· '(mod p Y) 
I . 
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£:.!_ 
2 

g _. ' + 1 
g - I; 

.. 

>, 

u 
r,; n (g - r,; -.) 

u 

. , , 
·:i' 

' ' r •. .' . •' 

~ ,• .. 

z;2i+~). · 
. p-1 

\ _, I .,- .. 
•, \ 
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1/1 (p - 1) - l prime ideals. · Further, if u is odd and (u, p ~ 1) . = d ~ l, 

,.· 

. . · . . 

the.n u pd-1) ., 1 
((p and ' sa. u 

(g -. t; . ) = g ( d)% * ' ~ - t; ' = g ·- c; Therefore, ci . E.:.!.' 
·d d 

g 1. Hence, g - t;u ::_J = . <I> . · ~ ·(g) 
. E..:l. . which divides is.. 

d 

prime· to . p 

(1.61) that 

d 
1?2 

< 'd 
since g · . :,...-. 

1 is .Prime !o' p .. Thc~~fore, . it foJlows from . 

.· · . . . . .. . ,. ·.: 

. . ·· ·:Fo:r... p ·f :3, p . ?as · sever~! ~~im~e~ _~ivis_~rs ·p~,p~ •. _ .'.:: · in - ~~i j . 
' , • '• ' ~- ' ' • ' ' ':. : ,• • • ~ • • ' ' • ' ( • ,, •' ' I .... . 'J. ' ~ ,• 1' I ' ' ,' ' ~' • 

... 

, ; 

j .. . 
I . . 

.. •,"-:.·:· , .. .. 
·. l "· . 

· .. -. 
I ' . 
j : · 

.. ·· . 

·'-· 

: .. 

and· We shall see·. that· ,the .addi tiona}..: s 'tate'ment Contai'ned '10: ·'(I ,6'2,) ': (that· · : ··'. · . .. .) .,. >. 

.:· ·:,: ·.~h~···s~ :~ori~}~~:r~~ . r~ ·~;i:me.'· ~~· · ·~ p) :. :. ~urno~. be-\i~~·~~i ·~~ ·~~ , becaii~~ . :' . . .,·; .. · ·~ ' . .. · ..... 
-. ··.··.· ·... . . ;·.~· ') / - ..... .. ~ . ~ ... · . ~ ·· ·. -~ .. . . ' : -- .- . .. ·. , .·:·-J ' . ' ... ·· ; ·:·· · ·.· ·~· 

. . : . . ~ : 

·-...... 

. / . ~ . 

~. ; 

" ' " ~ ; 
. .. - - 1 

• t '.• 

... we can conchtde .from it that the' norm ... of 1;he' SUm on .-the left· hand side is .. .- . . .... - ·~·' 

-... : .\ .. ; .-.. <.~:it : d~~i~i.~~~/~r:·t·~~ ·: ~~-~~.:: ~~ .· :;~~~-~:,~ .·.~, ~ .. , . ' ~h~e .: .~e~ns ·· ~~'~~·by · ·;Y:c~~c~.~.n~~l, ·:: · :: ·_.-,··:_ ~-· 
. ' · 

.·, ·-
~ . :- ~ . ; ' . •' . 

. .-, : Now ·f~; . .y :· ;.:' ~; .. ~~·\av~: . .. .· ··.· · . .' .·.. c ·:. , :> .: .~. ~· 
,. - ,· ·. . . ·. ·- ' · . .. ·' · ··, ' .1 .· .. . 

_. , . .. ··' . ' , • 

... . ~ : 

. : ··::· ·>-.: . ~· ' ·· ..... . . 

; . f :·:. ·.' •• • • 
• _.1.: .' -; 

, ... 

.. .. 
. . . ;·: .. ,·· 

:, ...... . . ' .. •. 

~- - ' ' . . ' ·.·!: ·;,· ·;;. . 

· ... ~. ; . . 
.· ' 

·,., .· : . . 

.·} , 

'· _· ........ •' .... ... .. 
' .· .. ·. 

. -. · , ... 
•,' f. 

·. - ~ 

,·7"'•, 

I ' 

'· '. t1 ~:' 

·- ' . · ,: ·. 
·. ~ . t ' .. 

··• . . ·· ,· ' ·" 

. . · . . . 
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. :.· 
' . 

. . . ·,. . ·~ ...... . . 

. ·=· 
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r-11 · 
p -1 
. I I . 

e=o 

"" . 
:...J r-1. · •. [ .. 

p)f3 = . .[z 0- + p)p -. l = z· (1. •
1 -l(l )" 1 z . + p 

.... } 

y-1 
p)p 
+ p 

-). 
- z j 

· .. . 

. "'- : · 

. .. ~ ' .. . \ . 
'··t ·: 
• • • • • • ,1 

...J'! I 

~ .: .. 

·., 

(L64) 

numerator of thh last ~ ~ 
. , .- y ·p.y+,_.1 • . · The · denornl··nator . 1· ~- i,:. \ . 

As was seen earlier in this proof • . the 

ex.pressi~n ' is di vis~?le by. "p . but not by .. .::> 

divisible . by the· pn-~~ :.·~rime d_lvi:Sor. ··.;p ·. of. · p (~eP.i;s.ent~d.· by 1 - z) ., .1. :.:·: 
. 2' . ' . . .; - ;\-. . 

· .. • :. . .- . i~ the" . field.~ 9 · y-l~ .bt.l.t" nf.t bf p:·· . . Thu_s ·the nwnir~~cir ~quds ·.· kp:r .. . +· .. 
'fi' ' ' ' wh• ~~ c< ~); i and th~ ?•~o~j nato~ .~ .;;( i "~~~ i;; ·, .Q ~'; ~q U~l L . f ' 

._:': .. :..... .... · .. •· . " .. , .... .. ;_ .·::·· . .. ": ·: ....... · . . ·. . . . ·· .... · .. , .. . -:-~ .. · ... ·:. ·,• ... : ... · ... ·. ·.· •, .··. · .. : ·, :·· .. ··· .J.' ... '. : ~ 
!?:;: :.. .. ... .- .·. p • J .. ···· wt1:e'r·e ·· J. : i~an . if!tegral: ' i.dea.J. of.Q · ..,._ 1 , .. wf!ich is· :_prime ~t.9 . ·.~. ·: .. :: · ·· .·:·· .··, ·.;.,·: .. : . ."·l<. · ·. 

· :~--~.;:._,_-·.. .. · tand : h~·n·~e t~ - .. ~)-: ; ~e~·~~~r~· ; .- ~~~~e ·t}l·e· .·r~·~t ·ha~a··~ide ·:~~ 'cL·6~; ~nd · ~/- · ~ · ·: :. ·· .. >· .- ~ _. ·,·~:-: .. ·.· . 
. :?i.>p: :.: ·_, , .. . : .. · ·· ·:::.;.· ~---~· ·~;e :b'J·;h ~ri~e;;~~::: i:~~at~· .· _ .t~~~ :. _.j_ l _~ . _: . ~~~ -·~~·. we -~~~e · -_·: . -· : .. . , . . '.·. ·.· ·:: . ,: : · ::: ·.· _. . _ · · ~ .... : .... _._: __ : __ .:::.· ~-~t:·:·_:::~ __ :_: .. ,: __ ·_-_.·::.· .. 
·~· · ··.~ ; ... ~~ . . ' . :: ~·. ~ .· . , · ., ' '• : · ~ .. . ' . . -~"' ·.: .. ' . 

. , , ,. ..... ' . , .·: ··· . . ' • . . ., .:···'' 
··.·r· .. ··· ·' ... . _. ·· y-1 .. '. ~_ . ~ . . ~ .· .. :.·.·· - ··.- .: .... . ··. : ... .. ·. · .. · .. · J . · . . 

, ·,, , . ,' · ·.· .. ... . •·. P a!~- ~ ,~:a fl :. p l~ ; o (!""d ~l b~t n'Dt (,;.;d.? Y.l· · · ·, c~:6s l , , ~ T , d • 

- .. : :: ' ' .: .. _ ... ., . .,...:. ( .· . • . . :: · • . ' . l .· , . 

. . , ,_.;, .. . '. . . . .. . . • • : '. . . . . 7 . ·. . . .. .. ·. ! . . 

. ·. : .. ~ . . ·· .. 

,' .·.· . . 
·:·.·:·-- .. · . 

. ' : • ' 

• ! ·: 

. .. . ·.·. ·.·.··' . . •1,::' 

.. ·_.· · 
... .. : . ·.· '~ . ' 

<-.: ·./ ·:. _:.~ . : v: . ... : ... . •. 

. \ . . ' . ' • . . . . ·. . . '· . 

.. '; ··For·· .y·. , · -1~-- ·: (i , os) hplds .. trivia.lly ·a:s.the .:s~_- Te'dl,lces_ ·to th~ .. ·.s1ngi·e .. ' .. · ... ':.; .· .. ' , ' ' ' .· · . . :·. ' ,. . . . ' .. · . . 

, ... t~-~~>·.i ._:::·a.~~t"_::~.';_·: y:-::.:· .. ":: . : >> .. :.: ,·_ ·.: :<:~.. :_.". _::· :. ·:. :· ... :.· -: , ·.- ·.:.: .. · ·. ,. . 
.. :·· , . Put~ing ··.(l.· 60)"· (~ ·;6'~) .".a~d: ~(l ~· ~s) ~ int<;> (l:·s.sj,~ _:w.e .. &et~. · ·. . · · · ,. ·· · 
' I' ' ' •: ' • ':~ • I, -=~ .', I ' ,.:.-, • ' v '\ • 0 ; .... • I •, I • '0 • 

.... 

· .. 
. . . .. 

.:.. :- .. 
'. : J ' • 

: .... 

.. ... . 

. . .. . ·' . ·:' .. ·, . . . ' ~- . ' . ·. .· . · .~. : ' ' . . :·:."" . . . .. ' . . . ·" . . ' . . ·:; 
. · .. ··.:: <. .. ·. ,< .· - . ·>t· (~~~·:::~~j : i~i: · .. i) _: : # ~(~;)~: : .· .. ·. :·.: . . . .. 

· ··- . .. · B(~) ' "' o· ·. > · · , · • · .. , ._ ·: . . : · ·. '(1 ,~6) . · ·'· 
. ·... ·· ! .. : < . -:. ; ·· em;~ --~)· fo.r . : :~ ;~·: ~ ·Cp.y) · · ·· ~ •· _.. . . ~ . _:' ·,:, , .,- : ·:> 

. ' ' .. p*_ .; . 1jJ . . • : . ' • • . ' ,·. >;_- . • .. . : · . 

w~~.:. · ,;~ ~ •. ~r~;y, prim~ a;VisOf~( p i~ ~-IQY-l ,( wO "~' .. that · · ·. . · • . 

. ·:.· f~r .' .p .: :; :·>~; : ~e. h·~.v~ ·:· ~ ·(~t· :t.·· :o.· : . (~~~.-pY)'.~_ ... by ··(1 :·~3) . ~~- ·(l: 6~)'~ b~t: ~or--··;: .' · · , ... · ·' ?.''·;.:: 
• • • ' ~ ' • • : • :, ' 1- : • • :- . ~ ... :.#.. ' •, .. .. . . ,. ' ' . •.. ; ·: : '-· ' :.;. · ~ . 

.• . . , . . ' . • . . .:··· . ••· .. · ·, i \ .. 
:': ,, • - ' ',:•. •, ,L:, .·: ,:• ,• :', ~ :, •:J ' ' ..... ....... : • "; ' ' ' . , ' , • .. •• 

. ·, •, 1,: > · . " . ' .... . · . ·- ·. .. ... . . \ . . ' . · , :-· . ··.· · . . · ' 
:' •" ' ·::.:;:- ... )." "' .· .. : . .. · , · ,: :·, : . .' . ... .. . .. . :· ... . : .. ::.> ;:, .. -· ,. '"'·: . ·'·: .. '.' ·.·: ' ·. -,_,_,._· ... . ; :·· :- .... :·'·:·,· 

·:··;;:~ :. : •• :,· .. ·· .'' ; .'-~ ' • • r , ) ; '• '. ,:" ,'· ' • : :, •_<·~:\ •, :OJ . • ·: : .. , ;,· . • '·~.. 4:1 • ,,', .I ·:.: • . ·.· ... · - . .. .. . . . ·.· ·. . ..~. . .· ··:.··.:·:, .... . ·... . ..-.:.:·.: ..... . , ·..... . ... " ... ; .. ··>:::·r .- .. 
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::··::-. 
. :.;. 

'·' 

., . 
p -;. 3. and n~ = -~~Cp1Y), · B(ljl) .may .or~ .. - ~ay not be congruent to 0 (mod py). 

From (1.66), · it follows by division by py . that 
·,, ' 

,{;·. 

.. '.: .· 

. . · .... : ... :, . : . .. 

l B(ljl) := 0 
pY 

for 

.{mod· + ;*), ·.bu·t . for 

!or· n = ¢ c"I>~) . 
. '41 . 

. .... ,. 

(1.67) 

p=3 not (mod +1), 

; I ' • .' • I,:.' : •, • ' ' • . • t ' '~ • ; ' • • • ' • ' •' ' ' ' ~. ' ' \' • , ' 

. <<:• ., · · . - . : .. : .. . -~ . -~,e. _.!es~~ ts . . (l~sn: ··:.~d· (l.,~T:_· . !i~~~by; .' ~-~. _so) ~ ~ . ~t,a~~men~ _c~n~e-rning_ 
~ <S;:/ .. :.. ·: .' : ;; tl~.~: _co~gr~:~c:n~e-, v~~ue.~ _.,.of ·_ . ~lj! :_. ·(mpd '+l) .: a~.a~ ' .'_the;refor~·- -~ S~fl~:e,~eri~: on 

:·.<t/· ,-. . : .: ~~~·.· ~cnom~~~~or·: of. __ :_Hj~ :.Sin~-~·}.? ~-~~c~ . case: at ~?_~t :~.one. p·~i·~~~ :~~~-i~pr ·_. Z': ·. ··: .. 

. ' <·./-:' ·: ··: .. .,:._ qf . 2. ·. arid one. ·P.rim~.- di vis~~:- ' .. ~-~ '· ·of: · P. :· is .. c~ntained .. ii; this' de'n~~ir11~fo,~, : 

· ~ 

~ r ... < ;~e ~bf3ln . i~~ f~)l~~)nz; f~ct~ ab~t ~~: • . ~~nOm'i~a;~i of' ~t(~~): . ·····• . . '.· .. 

··· : : :!::; . ~ .. ·, · ~,f J·. }5": ·a pr1miti·v~ ·ch.arai::te.r with ._Q_.dd. :~rillle_ ... Power condl!'ct~r ·. ·. .. . . '. v. · . . . ·::~: ~ ·.::, (:P: :>. ,: '\ •' N~<H~)"\is . a ;:~t~o.~·:,z:~~c:::: denomin~tOr .· .. · . 
·, . . ' · · • , ; of :~:o:t:r:::'":t·~::u:: :c;:~:.::~o~:n:•:r ~hL' ;~ i~h::./ . ist .. 

. · ·..•. higlie~t poJer Of 2 '~Ontili~ed in, \r- -1. ··· · 0 ... . 
, ... ~The .. pri~e fa2toi. p, ckc~~s iri\ the denominatOI: :at,'most :i_~·: the case . · 

,. ' •• ' • • • \ • ' . ' • ; ~ ·, ~ I ' J • • ' • • 

· ... -. ·n,- ·=_::~(p_Y);. ·f~r · p-.-== ~3 -, .. _._ .. it · ~e-~lly ohct:irs .~ . . ·_.> : .. .-.. ·. .. · :. :· . : i: ·: 
. ·::·. 1jl . . . •. ·. . ' . . . · . . ·. • • ' ., . . . . . . . . . . . : . ·. 

. 1 " 
- -~ .. 

· .. ... . 

... 
; ~ ' 

.-:; ' . 

'.j.-': . 
1 j • • ' _,. ,. 

l-. ·. ~ . ·_ 
·l . . 
~ ; . , 

. . . 

'\' 
\ · ' ! •.· 

r :.·. .. . -' . 
.. ... 

:.~ ,·· 
.... . 

~,' I • • ,, . : • 

. .. · :' , .. -.... · 
. ' ~ ' ···' . . . . . . .' : . 

~ ' ·' , ,f' ,, , ' , I ' 'I ' • ,I ' , ' , 0 , ,• , , - , 0 

· ,·case ··Ii ·.:. ·We l~t. ·.tji· ... :be, a: pr.imi ~;i v~ .. :· ~h~r~~ter -·with, · .co~d~¢·t~r . ~·,f· ~ £.(~)' · .:~ :2_<:: , ._:_:· :::.: : ._::, . :: . ·.,: . 

.. ~ 

. , .· ··. '. y .. > ·2< . (N6t~·'·~ha~\h·~ ·.: 2ase:.,;:~ :~· ·2 ·. -d~e~ ~~£ .o.~cur·-~s, .. oth~ .- o~ly .char~c'ter · ': .. 
•''··. • .·, -~· : : : •• - . .. ~ ~ ·:_ · _ .... _: : · ~ - . _· ·: · : , .' • .... -_ •• :: · . . . • . • _ •• • , • :. • ••• ", ,:. ' • • h ' . · '~ . . ' • • : . 

· . . ·., :· 11!9.~ ' ,2,· :.~·s .the, .. tiiii,.t.' ch~ra~~er. ' '~irich -has conduc~'or ._ .. ~) :·· ~Y; 'ind~~on __ on_: · -i, . 
' •, ' • ' ~ •: I., ' • ~.'. : .> '•' - ' , ,.·. ·. '•" , : • • • • • ~ •'" • 

' ." 8- -. 
·, . . · .. :f: 

. .-.·:· ·: · ... . : . -. _. ~ = .. 
~ · ... , .. -

·. : .. -~ .. 
. ' , · ,.. ._. . ·. · .. 

I ~ 

.: . .-~.- . ~ . 
.' . 

:_ .... 

: ;, . . : 1 , 

. :; " . 

:' ~ ·-. 



. . )~.: ~ 
·--l -: 

:•. 

• • '1 

. ·' 
/ 

... :,:. 

~ .... .. _ ·. " "'-

. } -r. '' 

.. : ··. 
' . 

-. 
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· .·:·. 

... ~: 

~ :,_ ·. 

.':o ' 

.. ~ ... : ' . 
. , , ' ,_ 

·.-:_J> 
' • '· 

-(" :: . 
' .. 

:· ::.-

' . ~ .. 

~ <.; 

~ : 

:·;,\..' 
. ~~-.. 
. ' •51.'! . 

o/~Y 

. ~ ' . 
·:.·-

· : . 

·. ~ 

·,_· _ 

·' 

·easily seen to imply, ~hai 

quadrup~e 

X, 'x, 
. , 

~ . .• ' l 

·have -cotrespondiilg charact~r .va~ es 
• . 

. ~ ' . . 

·' . , · '. 

. '· 
···' ' . . ·. 

... ~ -: · .. 

'.;,·, -.· ... 

: \, . ·~ .. ,., ,· ·, . '• ." 

. ; 
. ·:.· . . 

:··' . 

-.. ·.:·· . ... 

'·< ' "·· . '· '·.· 
. '·· + :- ... _: __ ,... 1 · - -2 

-. ,. ·· · L ·' · ~:( IJI.(x) ·= ·. · 
:: ±xmoqjY· : ... · _ . . · ... ·· 

:-· . . :·_. \ . 
. ~ : ... ·:· 
. _·a!td. ~~ '<L6s~ 

.. ~I .. .. ::- ~ ....... 
··. /' .. 

.. .. 
·-' . · ..... 

., . 

. • .• • : i. ·, 
.· . 

- . ··· .. ... 
:'ot •. 

• · , • I ' ··· .. : 

f_;·~· · .. ·:. __ , ..... _:,·:. ···. -'::. ··-~·: -·.::;. ;_,_--: _:~:_::;~· ,.,."· .. .-
• . r . ~ , ·I . _;;. • . . .. , ~ : • ,. ' . ; •, . 

:.r,l ·~-:~d, .. :~·;·g~~f, .t:,h~~~~~t(h;-; 

' ~ ' ~ . ,, ··.· . . . ~ . 
' . ~ .• < ·. ... -: ... . 

.; D,.-
. ~ . ::. ··· 

• ? " ' · 

· .. : i' 
' I 

: ..... ' 

I · 

.. 
· ... 

·' 

-Thus the' f~l lpwing 

_.-

.. ~ : 

· .· .. :. 
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I 'l . ' 
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· ·~ .. :;(.'·-
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:.; ~~ . ···: .. 
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' . -.~ 
.... ·:; ,:· ~ . 

. { . 
. · .. · · .... · 

.,.._ t : . 
·. : 

it is easily' ....... 
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. . I . 
. 'J , , 

t 
seen that (1 + 22) 2 · _ 1(mod ~t+Z) but 

. , • 

'\ ''• 

. :·. ,. 
I ' ' ~J.' 

. . ~ ' 

.·-: 

(mod it+3). 
~ . ~ I . 

From this, it easily follows that. the ord ·r ~f .· l· + ' 22 
is 

__ ,. 

zY-.2 .(mod ·2Y) 

J . 
0 ~a< ·2, . ·0 < f3 < 2r-2, are all incong:r:uent (mod 

.· 

., .. 
.·.·· 

· ... . : 
'! 

0 
I I 0 o ' > ....... .... 

' .· · ,; · . ··;:; Him~~. : 'al\~o. we .~ave . .. 
-: . .. -. 

' ·' 

• p ...... ; . ' ~ ' . . . '· . . . ·., . ·"" ·~~· · : \ , .· .· ... 

hence·, . 

_.:_ ·: ' · 

, ·.' 
·- . •., 

. . . / 

. - ~ · .. . .:; .. ·· . . 
' ; ·.:. : .. 

. .. ~ -

:.·· .. 

. :-·· ·. 

• • ~0 • ot> 

•. ''· .. 
·. ~ .'·. ' 

. .. 

· ··: · .· ' ' . ;· 
·. : ! .'·"', ·,· 

.. :, : ~ ... . = . . .. · . . 

:·.;._ .. ·. -: . . .. , ... .,} · . 
, .' ,·"-r· •. r-: . , . , .: 

.. . : ' :··.' .. 

. ·: 

. .··: 

··.:. ; . 

' · , ' :~' · : · . 0 ': .' ' • ... . , . . ' 
. 'I ' 
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··"· • • • t ' I I_. .:.,: I ' • :~ . ' • o ' o 

\ . . ,. · •, : ' - ' '· . •:. : · 
· .,· _ ... - ~. .. · :.~·: . . ~ · .·.).-.:.· . · ... ir ·::. · 

' . · • .,. . .. ' 
. ..... -: • • • • • ' 10 •• _·.·. · • • , .' •• ,·.· _·. - • •• ·: ..... ·f ._: __ ·.~ ·.: . ·.··. '.· . . - ·.· ~: ,:1 .• ".~' : ..... . ~ Yt'·-··~-~-~: 0 

'
0

0 'f 0 o · • 0 

• .- •. • .• • ; • ~ • I .:.: r _ .. : ... :----···.-:·.l . ". . . . ~ 

·'' - ~ , . •' ' . ·,. 
·. • ... . : .. · "' '· 

. '· •-: .• · 1. ·.~ 
' • ' -::., ~ :-. 

- ~- .. 

,•. 

I :,• 

·T 
•' ' . 

.·· . 
~-. :·: • ... f. 

··. 

''·"" ·.l,u'· .. 

I ., I 
. ,I . -. ' • . 

: . ~ ... , 
·: 

·· .. ' .. . , 
~ , 4R .,_.:_··. 

. . . ' 'i . ~-· 

' . 
\.' ·.·· 

' .. . 

... ; 

: .· 

::., ,' · 

.. ··. 

:. 
'· ·. . · ·, 

.. . . ' . 

~ .... .. . · 

.• ' 
... ' · "' 

' · . ' 

.. · · , 

r 

' ,· 

- : 

·· .... 

' · .. 

·. . ~ . ' .· . 
. ' . 

.• , . 
•, r'··· 

,_!··-· <-;.: .• ·: · .... ... . .. ' {' 

·'. 

. , .. .... . 
•' : . ' ·: :, .. . ·:· 1: 

..... ..; ' , 

:,• •' . · .. 
s \~ • 

\ '(1.,7l) s 
• ' ' '~ • I 

_ .. · •. : · 

· ....... -. ·· . 
. ~ -.- . ..·· 

·. ·' ' ~ . 

. -; , ·\ ' .· .. 
. . .;_ .. ·· .· . 

~ ... 
.. . 
' : 

-. · ... 

:\'./.,.·-:. 

,• : .. · .. : .. 

. ·.· ·. · • :- --:;· f 

:·· , -; ·~ . .:.- :.·r ·' -:,-.: . . 
.... ·· · .'.: ··. , · .. ' 

1 ~ 
· ··.{ : , 

: .. 

\\ 
: ... ... . · •. 

·:. 

,·. 

·""' . 

.. . . . 

'·' .; . 

.. f. ·:· -

. ~ -~ . 

~ · · . 



I •' 

... 

' ... .. ... ~ · .. ·. 
···: .. · 

· :··· •\,' 

' \ ' . 

... · .. ~-... ; 
c .. . 
~-· .. 

· i. 
!. 

~ '· ' 

. . 

. . . ~ . . 
•. I• . ; 

~ . . . 
:\ ' - ,. . . 

' . . . 
. ::. 

."'\ 
'! 

. , . 
~ . . ·' 

• , . 

. ·.· 

,' .· .. , .. 

:-0: 

. ··\:·· .-
• • • ~ I I : \ 

.. . ,. 
.... 

"/ . . ~· :\ . 

' -~ .. 

. . ··. ,. 

·". r 
... ·. 

'· .. 

.. . ' ... ' 

· ·.·· .. · 
•.· 

·' 

... 

r ,, 

. . ·. 

.·. 

. '·\ ' ····j 

. ~ .. 

. :. · ' '., 

.. . · 
·= 
. .. , ··: 

.. . · .-
. ·' 

I·, 

'· ... 

.;_....... . 

· :': . 

. · 
. .. . . '· -: 

.-, ·.-

,., . · ·: ·· 
, ., .· 

'· ... ; 
···. 

. . \ ; ~ 

.. ',· . ' . .. 
... .. : . . .'· ·. 

.1 ' ,•• . 

. • .. ' . 'l 

t r ... ·:.~ t ~f ~ 
'I • '• ' ' o •' 

· }ir .. .• . ~ ., . ·; ' 
•, !., · 

'• 

.:,.. 
.·_! 

, .. ,•'. 

• '•I 

, . • . . . . \ ~ 

. ' ~ . . ·""' . 
. ' '· / .. . . ~. 

{ ,~ 

·' : • : ' , ~··\, : L ;' ' 

• . 

, ,,· ,, . 

-· ., , . 

. ...... .. 
··~·· ; ... 

; , • • ; ~ , . ·r,~ • 

... ··. <· ~: . . !·. ' 

,. ' . 

. .• . . ';i.' ;' 
. . : .~ \ 

! ; ... : { ·-~·: . ' 
,,j ,, . ) 

( .. 
t .. ·,· ,.. ~ ;': . . ' .' ·.· .. ·. . . ·. ·.· 

;·' ;_,._ ,,, : 
I : • .· .. ~' ' . . ·~· 

" i 
• ~i I 
· .. 

-:· 
• I . ;:.~·' 

· .. • ·' 

.•.: :,.. . ·. '. ~ 

' ' .. ; 
~~~ 
'· 

.-~.·.:.:· 
I: .- . :·· . . · · ..... : :·:· 

· .. ·:· 
. .. ... . 

.· . 

, \ .. · 
•' ': • 

,' ,· · 

• , .· . 
• o,H 

..·.· . .. • 
.. · . 

. ' 
' •' I 

' •, . . . . ~ .. 

' . 
.. . 

• •' '' ' · ',:~:, I 

. ·· . . . ·./ .. 

:·.·· 

· ... 

'• ~ . 

:. -. 
.' . ~ 

.·· 
t ' ·., ··. 

. ·; ,• l 
:·: .. :1 

~- o· · ... . ·.- . J • •• · ' ·.. ... • • .. • • i .. • ·, ·, r 

' .' 

,, ... ·. ·.·· .... · .. -~·.·.·::··_:;~' . .-.. · ... :: __ .... _.:-.-_:.~_ .... · .. _ '. · .-: . . ... /.-'::· .. . ·. :.. . . ;_.·:_._.:·,_·! .::.-_. · ·-~· 
. . . . . . : : . ·:. . .. . .·;, .·· ' .· ~ . . .. ' . . .. " . ' . .. ' .. ' :-: . 

,• , , o 0 • o " ' : 
0 f 00 • • 

0 
,' • 0 , ~ 

0

° , 'o, 
0 

0 
0 

0 

O • 0 , ; , I • o ., .0 •; ····· .. . . .... ·.. ... . ·. . ... . . .. 1 .·· .. 
:_: l. ·:· · ··· .. -~:- ._:_ .. _ ... :· ·=· .. -·.· '-.:'I' '· - ~· . . ·, ,·_.· ••. •·• ·· ·-: • •. -~·· •. :_.'~._ ... , .· .. 

~. '':' ·.: •. ·.. . ,'. 't. i ' ··: -~· ...... ··-.·· . . ~ -· · ·: : J, •, • • . • 

,_ ... •' 

~ ·_. ·: ~ I . : . ::.. .-.: .,. .. 
• . . . · :•; ' ··. 

•: ·~: •. ' • .. • ' •• : : .' .. . · , '. • .. • • • I •• ' • •• .. • • • •• • ·_'· • • • ··~ I 
.. . .... . · . . ·:-· .. ., .. .. : .. ~ ... ·. -~ :: ·. ~: · · :_··,-:, :_:: ·. .... '· . ..... .-·.·,. - .. . ) '·:'"':.'"· · .· .... . ·. ·_: ··:·:'·,';- ·'. . --:: , ·· !" .. ·:·: ·. . . ...-:.::· 

· .· ... .. :·; .. ,: ·~· .. ":.· .. , ·. ·· ··· ., .. ... .. ·_:;,·.:··~·:.· ~-~-- - .:-:~:·:· 't"··. .._; _';·· :,· ... · .... . ... . . · ·; ... ... , · ::' .' · ··· , ,:·~ · _: 
,· .. · .. · · ... . ;· -..·.-;:....;::·' ··: ·- ... :_:·::::. ... . .. _:·-' :< ¢1~APT,:E __ R_·· x·i. __ · __ ... : . __ , ... :.·: · ... .- .... · . :.:·.·· ' · ',:. . ··.·· · · ·'. , .· . .. -:-·.,i :··. 

·_ ; . .. 

' ···· : 
'• .. .. . ~ . ·: 

~ ' ; · .. 
·. '• 

: • 

.· .. ~- ··: .... 

:!:. ·_. 

... .. 
r'~t~:;)/.·· 
. ·. '! : ~~ =
~r - -~::· ! J , r; . 

. • : . 

'•·' 
···, : 

. : i 

1-:-, . •I· 
. . 

-~ ·. ,.:· 
· ... . · .. 

.. ·; ·.·. ·. :·: ~ _ ... :. ···.· .. :·. .. .. . ':, · · ·. •· .. · . . ·.· .. , .. ·. :' · .: .. ·' . ' . ·~ ... . .. .. · .- .. :··' .\ : ·.'. , . ' . .. . - : ·l 
' .· ._ ::-~· ':" ':,;: ',,·· .. : ', .. ' ' . . . ' ··. . 

·\::/ .. -:' ·: : -:~ ::.~y~~~~o~r~ ·:~iE-~os·· :~~ :.'2~~~.-_-,N~~~~~ - ~Ni · .· .. :. ·:::<:,/·-v~·:>:- · · ... •'· ··· :.: . :. :·_.;:· :.·.·:·:t .:·_ .. ·. k·;~:·~·;,_ 
'· .. ~ _ .. :·.: : /:~ ; . . ; ol:;:·;::.· .. :... . . . '\ .. . . , 4 ••• :·:.-':.' :· . :._ .. _: •• l •• ' .- ':·-•• ·:: :~·- :' •. •• -~ • . : ~<t~: .:.· / . 

,o l ' ' ' • I .~ , :: • ; • , \o. 

0 

,.' • • ' • t , ' ,.,.-..l ' • 
0 

' • ·' 

•' • • ' o• ' • I ' ' ' ~- • ·,~ •. '• • ' ' ' ' : ,: . · , , !._, ' ' ;:•.'•, ,' : 
.. ·.. . . -...l .·.. . . • : ·. . ' ... 

· ::·. 
·. ' 

· ...... .. .. · 
: . •• [ : · . · ~ ··:. / · ~· • • 4 ~ 1: ~~ · ~ :,~_ ,.· .' • • 

·,· , • ... ·: ~~- ~~ - ::: , • . . .. • '~ . :·.· : :-- - .~ .. :' 
, l o• "J , • 

. · : .... · ·: ··. ·' · 
I ' , •.{: 

. . . ·' ~; . . . ' . 
. , • • j 

i \,_,,.' -, :. ' r ·, 

··: ·.: 

\ . . ·. ····:··· ·. . . . -
,' I ' ·> .-· .. ·.". ·. ·.~' . ~ ·.•, 

>.: -~· : · .. 
. ;~ .. ~· ·: :::: .. . ;·_··· .. _.' :· . ·:.- ..·.: . . .. 

. · .. 
· ... · 

:' .. · .:-·: : ... : ·.· ... ~ :t. · .. · .. ... ' .... . .~ 
~ : . .. : ' ~ .,--: ... : 

··: '. 

: . 
. , 

'· ! . ·.· .. :'. 
. ... ' . ' '. ~- : .. .. •: ... 

·.·._, ·:: 

, 9' ~· ,' ' I · ' , ' ' .. -:;- • 

·. / ........ :~~.~ ; ~..:. · . . ,. 

.· . 

· .. .·; ' .. •. 
, ,•' ' ,t '•, I ~. • 

•, • ! : .... ~; :: .. . 

•' •,' ',, ,' '. , t ' ' .. • ( ·, .; I~ 
. . . . . ' .. _·:.:: ·. ~.. . .. .. ·.'. : . ;.: . ·• ::: '' ... . , . . .. , '· 

· .. ~: ··.-·: -. · . . 
·· .. ·.. .· 
. ' :' ,". : · ... ,. 

.; 

' ~ : ' ' . . .·· . . 
'! ! ', .• •.• ·~·. • ' ... • : ., ·~~ ·: .... ~·- ·: . 

~ ·: ~-· .. " f ··_ :. . _ :··_;~_ · . • < .... , ":~,!' , 
. ... ' 

· ... · .: .. ·.· 
.·.· 



\ 

' ·.! 

'!. .; 

·.; · 

•, 

···~ ·· 
· .. \ ~'"< · 
~- -

;:i 
·: . .,... 

·, .,, 
·' 

i7:~.~~-
. ... 

,·. 

.'I'_,·· 

··· .. 
lo I ' 

. ~ - . - · ;· .:· . ··• ~--- • . . , : ,>'. '··'"'" ': · ... ·•J. ·• , '1 

/ ;.· 

·-· ,' -', 

' ... : 

so • .. · 

'. ; 
I• 

-~ . 

-h~ve · c'lass . m,llllber Q'1e: N~-- wip "f~llow' the .p~pe~ b-y·. M&i'sfey . a~d M()ntgomery, 
, ' : . .'. . . . ' . ~ . . : :.:. ' . ·. . . 

:· ·"Cycldtoinic Fi~l"s -~i_tn .t.in'iqui:! Fa'ct~~izat'io~": . · (16] .·:The statement ·ot: , ., 

. -... '• . . 
(• •· 

-:, .. . ·-
··-

·11leo~'ein t'. 'i. -· There ·.~re. preci sc ly · twenty-nine diStinct _ cyclotoini'c. fi ~Ids, _ · ·._ 

. Q . ~- · m >. '2, _: _w_~~-~--~ciass ,:~~be~- - .h . ; ~·- ~--- ._. :~·c; :a·r-~: :~-~vcn ._~y ., ·~ .... ~}3,4,~ ·• 7 ~a_.-:-~ .. 
m :-: ... ,_ . · . _-m · · .- · · -.. .. - - .. 

y ' ~ . . . . ·- . . ., . . . . . . . . . : /. . . . - . 
;· ,· .· .. /.. ,.- :9; ll, _l2,l3;1S',l6,1-7',-l9, 20., 21~24 ·, 25;27 ;28;-32,_33,35,$6,40',;44;45,48·;.60-,8_4. ·. ·_ 
-~ · · : , , : :.~. - :·~ : . . · .• .. · · · .. ·'· ,· ' ,. · · · ·· .. . · . ' . . . .. · .. · .. - ~- ~ · '·, , -.~ . . -: · ' .·:·. 

, • . 
.; .· •,' 

. -: ·. 

.. ... 
··· . . 

'• ~· .. . --~ 
'.~ . 

:. 
· " . ... f 

· . .s . 

.·} . 

i ' . . , 
. j · . .-. 
: I : .. 

.: 'i : .', ··~ '.': .• .. • ';. ', ... , '' 
.·.,· ::_; ._' \_.:.:~~ ,· .. ' , , • ' . ' ':.i ·,';' .> ()~~- ;~ho~l~ :ke.~~~, _'i~ :·mi~, th~t:· · wf'al'e a~~ti.nii~r:' .. ~ 't-· .. 2 ·.,(mod; 4i ~ .aS .. ;.-, I ,:,.r::.'' 

,.. : _ .. ::j: ,h ·. ~. ·_. I :: :.: t~~~~·-~:-~.r<. f~ ft e~n· . ~4d1~_i.?,n~·l .. : ·_-~·_:_. .:' ~:~h: ':_: m: ---~: ~-_:·.C~.o~i' .4) ·-... ,s:~·~~--, p~~ ~ ·,_ .. ~~,in·. ~ .:::1 :; :.:_· :_ •. ;' ·. :. · . . ·'!: . ... 

_( l ·-.>-

1 

:·;.\_._.· ... :.~ :.:_>;.-:. ' _·. ,· ·~.: ·: ___ :_·_-.---.'_· :_ ... :_.:'_-~h~-- :_:._£f~~~d.-.--: .. s_·-. :~ -.<_Q __ ~'.:_·:·: __ ._:'_.~-~-~~~--- .:ari,se_~:~r<:t~i's)j~Y. · ~i~ . 1:i s t~i:l-'ab~v~·, a.·~ :>Q;· ·. :· > ~-' .-. ,._,;-- ·._-_- .! _:_· _ / . · , : . -··.-- . _,,.· ' . . .. . _,.' .: ...... : :. ~: .. · ' .. '·/- .. : . .:.zm .' ; . : '• . . 
, . , , • • '.: ' : :' .... • ' · f '·.' ~: :.::· ; • • I -: · .. ' . , . , . · · ·, · , . . 

1 

: ,., • , • .. " ' 

' ·: : : • , • • ' · - •, ' • . • - .'~ ~· , .· . . . , , .' • . I • . - ' ' . , • ~ ; • . ~, 1.' • 

. _, ·, , ". )···:.:_··:· :1qe ob'ser.v.e·. that . the . above ,gives - the .follc;)wu\g .,. '.-.. 
•' : ·~ ' ' ' ' .• ~ , ' · •• ~·' ' ... '. ,• ,'; ' ' ' ' ' ' ' ! . .': ,, o ' I ~ • • • ' . ' ' • • 

- . . ! : " .t ,";'• ,:l ' . ·~·I' .~ ~ .. :~ : ,_.:.: . . _. ;,·, 
' ' • . I , • . .. ',· , . •, •. ~ . , ··. : ~ ~· 

· · :· · '.· :. :: .-· Cqrollaq. 2 ;·1 _· ~ ·-_c~~~r·~ co~j-~cr~ie) -: -n;~~ p~i'mt:. ·tyd~.~~~rc·_ field Q - -h~~- - '· .\ 
. .. . .. . . . . ... . .. .·. - . :-;.-.--· . . ... : ·· . · --~ - - P ·. --· .. · .. · .. . . 

~-~-,;; .:/io_· ...... · : Clas~·_;: ,mnnb~r .h == -1 ::H· arid . . o'rily-if ·"·p <.19: . .. ··· · .. :. · ·i: ~. ,· ::: ;--
·.:;· _ _,- _.l .. __ .. .- .· • ·_. p _ . " .. ·· .. _.: . . _, _ ' . . ~- - _ •. _.· ·._ . .-.... "'' ' .- ' . · .. ·. 

-: ' ' ~' t-'· . .. . .: ..... ~ •. . ,• ,· 
• r :' '•. , v · .. :,:• . ' 

' ·. ·.• ' . . ..... . . .. ~ •• • . ! • .' ' . . ::: - ,, . • - ,. .,. 

· : 2:-1:. Analytic · Lemmas···-. _. · · 
• ' . • • • • :-~ • ' • ~ . . t • • • • : . .. ~ .. 

•, .•: .·.· : • · : , 

. . · :-·. ' '\ • 

; -w- : 

.. . ..... .. .... 

. ' ~ . ' 
-~.- ~ .. 

• "!.,· 

... .• ·1·': ... · 
. . :. ' .. .' ~... - : ·. :'·: :·:··. · ·.'. .· . ' 

. , _._: ,- We ' assum~ throughout this ~ec.ti~n ._ that · ;--p' ·> . 2~0, -''. w·~ let_'. · .. 
••• t - • ' -.'_ . · • • • ...... • ' · ·.' ' • .- : :_. . . • .. • . .. 

. ~ . ·: : ' . ;. 

:· . •.. 
. .. . , .. /: • . ··. 

,. . .-~ :~ .\. . . 
.. :. :· · 

;_:. •' . .. :. .. 
... · 

.. ·: .· .. 
. ... ·: 

.· -.,;· 

-. ·. ,:,;' ~:£ . 
.-, ··; , ;. _.: .:·: 

.· · .. .: .. :. ·· - ~~· · · 

·-.. · .· . . • . j 
; , 

:- .. . . - .' 
.-.. ·-·-

-·, 

.. :•. 

. :-
. .. 

. ·. ; · 

. • ·.···: .. . . - ~: ... . _:x 
:_,,_· .. · ... :.,. 
--~·- .... ·: '_ 

.' •, 

. ~ ... 

" : ,• . 
. ' ... :._.· . 

.. ! -·' . ·· :._ .· . ·. ' • 

.:-: .. 
•',: :. I ' 'I • • • , ,,., 

' .... ';. -~ .·_ ... ' ~ - : ·.<··.' 
-.. : ;. •.· ._ ... : •·•. 

:.: . . ·,·.. .. · _, '( · ·'-:' :.:'·. ' ·.: ' ..... \ . 



. _·.· ... :~·[?·.:. :_: ·· .... . ·' 
' ·· ~ : . 

\•:,. . .. ,, 
. ,;; .. . ·. :·. . ' . 
·.·.' '.t • • 

~::;. 
.... ·, ·. 

..... 

-· .. 
. . ' 

~ .... 

. '··. 
. -~·/::,; 

:. -~ ... 1-. 
i ' 

,:J': I 

. ::·. 
····' ' '·· -~: 

. 1 · . . 

···: 

' ... .• .... 
!'•. . r . ··· .. . - :-

· . 
•• ~ .: ~ •• 1 .. ''!; .~ :·-· ..... • •. · . . · .. :~J',""·;/;· · :~- • ... . ,: : ·. ~- . -.. :: .. .. .... :··.f ·: 

., . 
.·, . , • 

.· 

51 , 
-/ . 

' ,· 

· w]lt!re . th.e sum is _absolutely' ~.qn~cJ;"g·ent-.:. (s.ee Serr~ -(24]. p:. 7i and p :74). 
' . '. . . '. . . ' . . :· . . 

s.i~rigl~_ -:-v_a"l,u~~- - f~r. :a . > 1._;.1Ftirther:~- ·rroin k.~o~ ·.ze~o-fr¢~ , ·. :' -Hence : f;(s). 
,• .• 

i:s 

(~ce")~st~r.marin·. [ ·8] , _: ~-c;~cms . .39; 4~ ~ 46. -~·nd ·. Dav~~p,ort r'-1. ] ~- ·.p: __ ·. 99 
= .~:):.: .\~C h::;v·e . b/ ~asy·_ 'tal~ti'l ati~ns :- tha't . -th~ -- Hs._~. xf. d'6 not -·~ . ···}·. ~ · . I • h'· 

.w~ t -:.:· fzT 
-:' ·.-· van.iSh for · 

. ..... '-

._ ... ... . :: ·. ' 

' .. · .• ·r 
. -r 

: --:; r. 
•': .. }. .. ~ 

·:i 
.: ... 
-~ .. 
::)-:. 
_., 

.· 

' ~- .. . . 
r 
i.· 

~; 
'; 

, ·, ..... ' ; (2: ~): . 
·_ ·· .. ~ · .,~.·' 

-Y· 
I 

·r .. ·. 

.... .. ·_:::;-·1 · 
: ·.:• .. , ... 

,: : : ·. : ~ 
. . ~... . . 
. '·. ~ : 

. . . ;· ' 

·• 

. , ...... .. , 
'' ' ~· :.· 

:' . '· 
~-- .. 
-~ ·. t .. ~ ' 

,. 

.· . 
·.· . · 

.' . '~:· : 
,s. ~: ' 

.. :· .: . . .. .-· '_.:: 111~~~/ai: ' z;;i-o ·i;-1;he b;~ri-~~:- ;;9~~~: o(t~: co~~'i ·e~ :i~~a:~f-th:Jri'~ ·: :."£· (:s) . . is 
::·. _:_. .,_ · ' :. ·:.:'. :·:'·_' . .-::_· ... , .. : · ·:~:. ·::.- ·._;:·: :'_. ... .. , . , ., ....... __ ·: ; ·· ......... ·. : ... '· .. . _:: .... , .... ; \_. : ·: 
. · / :.-.'~iilgl'C.::va_lued ~n. tp~··. unicin · cif: ··.-.~hiS dis~ - a~d ·- 'i'h~- half ·-,p1:an~ :a.·:>· .1. · ·. Oui;'' .. 

. . ·.··~ ,-;, 

.·. · ·.: 
··' 

• J ... :' -:· ~·- . 

. . •. . , f ],\a ! • i ~ •. ;? ~ifi ~ati; , f{l; >:To· • th;~' ~~d. w{-~s i;b l; .•~ tho fo i16~i ri ~·; le~B~; 
'' ' ' • • ., ' • ' ( • • • • ' t ' : ' '• • ' I '' · .: _., ' , o ~. ',,.• • 

.. · :_,_·:. ~.i2~~~- :2~:1 ·< ~.'I£ .. _ .. a.:) ··. 1.·~.';. ·.~he~· -:: , ·:·:_·:: .· ::-. . :' .-' ·_., .· . ···~:/ -·: ·:'. ·: ·.~-. ::·, :· -~·:,~· 
·) :; .. .:_: .. :· · :~: ... ' ' :·,· -_ ...... ·.7·,:;..::·. :_·~. :'·- - --- -~~-;· . ·: .. : · . .-:·.·,, .. ' .• :.· .. .......... ~ : -·,- ,_: .:. \,.' ' 

-... :·-._. '\'···--··•_;·_. . :· ·.··tril) r ;· ·h(n) ~-- - ·-a·:·,;. (p::i)-:I . .- ~· ·A ·(~) : .. · '-i:J .:.-. 
.·' .. ··· · . .. · .. . . .. :; .'·· .':-~. f(a).' :,'· .· ··2 · : . ·· logn-' n ":·. :' ·' 2.-·. •· .· -~ Iog..n~ ': · .. :· 

: · .' ·. · · ... . . :·. · ._n:;:; l · _ . . ... . · .. · . · . n=.l"· . ;.· . . . : :· ... 
.· ..... 

·.• ··· .. .... ... . · .. . .-_:_. n:l(p)-.::~· .. ·· ., -~=-·Hpl< ... . 
: .···:·· · .. . · . . ... · :-. 

' ,· 

· • ,- , ·. I' · · : · ' · t · 
. wher~ : .A (n) ·=: Iqg~ q · ·j,f._ n ;::: q • . ·q P!im~~ 
·:·.:,. ' I,:.-.· -:- ' ', ·. '': .' ; •.'. ' ~o • • •, " '.': • :·, :: • • .I •• •' • • ' ' ' : 

~ · · . _.. ,_ =. o .... . f,~-~e!~is.:~ .· · · 
- . . ... . ,. .. . ' · - , . 

•.. ~ .. .· · . 

... 
-~ ·: . . .. ~ :.:· 

,•; . 

,• - . 

. : '. ·:' 

··.· 

. ~. -~ .·. 

. . , :·:·:_ ;:--j~ ... : ~;~:~~ /-~~::~:';;~: -- -~·)_;~_::~~,:h,~v~~··th~~---. -. ·_,~ - ' .· ·. 
., .>. :.-:. .1 ·: .. •• ,' : _:_: ... • • • : • • • : I . 

•' .. ·.· . . ... · 
. • . . .. .; 

::: .. :. 
. .. .. ·· 

'• :(..-
·',' :··.· 

. . . 
-; .' 

.. . · 
•' -· 

I ~ :, . : .... •· 

·' .· 
,· . 
'' · " ' 

· ... 

;. 

. .. ' " · ... 

.. r • .::, ~:; ... '. 
' :~ ·:'. :·. > . ', 

.. · · .. · · .. .;:"~ ; _. ~~-·::~·· 
. · . .. 

•'- · 

·'· . : · .... 
' .. ~ .. 

,.• : ~ : I 

; ~ ~- :~. :. .. · .... 

,. ··,.: · . . . ., ... 

... -.... . 
. .r 

' -~ · .. : .:.· .. .; -~ - . 
\' • ·'' . ';• ·. 

•, .·: ' 
•• t . ;·_ 

~ .... 
,( .. : 

._,· ; . · ,'1 ,i" 
!. : 

:_ ·:. · .. ~ . 
:.(·:' £ .. . ·· . 

:: · ':.: 
·:".· . 

. ;· ..... : -; ·. 



-:·.· ., . :: ·-

· . ·· 
t-.:·. 

.. 
.• .·.· 

'! ' 

··· i 

. f 
'. .r 

·:,\. 
·- ~ 

... _ ... 

· .. ·. 
·-· 

I • 

I -

. • 

.... 
. . . ~ . : . 

· ' .. 
-, .. , :-· 

- , . ~ ::- -:\-: ··.;· ._ ·-$-' . · _3, ·• · .'· .• ·• 

, .. ·: 

52' 

I ', 

,' .·· ... 
=: ·.Q-.~: 

r~·;l h·· .k,· . =· ·< 1 ·-
·~--

;• ·.· 

. ' .. 

• ' ' 'D' : "'1,. ,;·~.-~ ·. -~-, ·•, .. :'•' 
.. ~-::.. 

, .. 

. ~ ... 

... 

•' . 

: ..... .. ... .:., 
-;', ·, 

I 'oo, . : 

·'· ·. 

.·' 

-.-. 

,o . . · ' . 
•, . 

:'' .:· .. -:.:... 
·: ··=-.'} . 

··. ,. I . 

•. 

. ...... ,. 
:~;-_ 

··-.!': ... -~- ~ 

· ~j ·" ·. • .. 

. · .. i 

~ · .. 
r ., _,i 

. .· ·.' . 

.... \ 

\ ' . 
:! ' 

... ·· .·. ... =·+ ·(·p~-l) . -~- .· ~· .t .r -· (~od · p) . 
.. . .• .. :_: . ·:_ ;· 2 ' .. _.· . ·.. , . .. .· 

. ·: ·. ,. . .! .. ' '· .·.· . ' . .. ... . .. . .. -. 

· . .' .... ':'f.·. ' ,._. .. ·. " .. -:. ·.:c.·. , • . ." · · . · .... · . . : :' .· .. f; ... . · ( . . ··· · 

: ···' 
•. 

:, :'I' I '-', , .. 
.. · 

: . _." !: .· _, . L~,r·> x·l. .. ! ~e· . .-·!~'e . g'c~ei~_tor · :f_~:z- .}~~ 'grou~ .. of_. ~hara<:,ters (mod' .P} : ~n1.~ ·. · . .. \, 
. ·~ ', :· 

~~~i1.~.~~: -.;~m~d. ·p):;_._-.: :~en·:.;.<·.:.- .. ;~::::_.::_:·~ .. ~ -, . 'r_. ·. · 
.. . . . 

.. :.· 
.... , . 

-_,. -... _. 
·.·.·. . -. 

-~- ., . ,: 
. ', ;' 

... : . ~- ., 
.,. :: . 

· ·:; ' • • • \ ', • • • f • • , ; .. . .. 

<·;:"·>-> . . '·; . . .. .. = ~ :~. -- .· ·: . . . . • .• · 
. , . 

.;':·· ·': 

• 1··:·. 

: •.'•! ·: . ' .• :<; ' · . ., ·. 2 1 2 ..... : . ' 
·. ·· ._: :.. :.·:.:- __ ·:_< :: .. (. :' ·: · ... '~: .. ·, .:f{ ' ... :.x(k) .:=·· I;:xt ·.:: (l<) := :.~·,I :.x: ··m :: (g~·) ·(for . s~!'!e.~.-r):·, .-· · = .. .; . .- ... · ·. · .. ··.:· . .-. .:: · .: 
,,-:.: ;>· ·: -· ... .. / · .~· -;:: : ~ "- ._ . .-... ·x{..; lJ .. =-1: · -~· :. -: ::_. :·:-m=:= I ·,:.·::, ::··,.:'.~· '.'~ni= -~ ·-~1 .. ' · · · •· ·. _:. · :· < ·/. : : :_· .. -:~: :·. ·. ··:, -:. " ... · 

: . "-.·.·:.-. ·. . . .··.·\ ·, ·: .... · ... ·' .:·:;\ · ( ~· .':· •' :; E..:.!·.·· .:· .... ·~:· ... : . : ·:. ·~_·.:.J··. · ... :.-.··:·. ;·· . \._ .. ;. ;_, _: .. ·· ·,··' : .. >.· -·:_::-;·::... ..-. . . .. .· .. ·. . .. ... ·. . .. 2 . ·.· .. .-·. ·, . · . .:.. . . . ·:::. . _, .. , .·. -; .. ·· . : · ...... · ·::- · ·· ':. • . 
... ·· :·::::\-<._;..·.\<·<:-': ~;- ·· . . . . =· ·· f '· r(2m-,1)' : · -c-. .. . ;; ~·· : ::.:., · .. /.'}'' ..... ' ., -~. ·· .• :: ·.·· ~<:;· .! 

.· ... :: ·'\: ... :.~<··:.·:. ;._._. .. ~=~~~·. : i_· ... ·· .: .: ' ·:~; .:·:, . :~:·:. -::--' '· . .-:-.. ·""· .::· ::·~ ·.: . :·;· I , 
: •. . I ·' . . 

~ .. ·. 
. ·;, -. ~- ' 

• · :·· . , · .• : .. ·· " :'· : . '·. ~ . . · .· . . ·• • ,' '1,· · .. • ,l • ··- , · • • 

~ ·_ :·_ .-' i: .. : : . ··::--.... . · 
_, . . .. 

.·.-·,_ .. . - ... _. 
:·--·: '" 

·.· 

•.· .. · ·. . . . . : .. . ·:· . .:...: ,. .. ~, · . . 
'!t ' I ' ,' ' ' ' ' • ' • ,_, . - - •• ·:·:· -.,' • , ' ' t ." ,,'•, ,·,: ~ .o' '· · .. : , .... · ' ·~ · .'.: ,·\ : 

<::· . __ ·:_:·'·::~.·:_' _:< ~-··· · : .. 8~~-.·_·.: ... _·~.· i·._n:c~ . :~ ·. _;,. ·:··· · . ,.. . .. • .... .. .. ; ..•. -::",. ··: ... · :·>.. - ~ -· ... · _ . ...... ·p-1;·. .:-:-: .. ·.- : · .. ...... -. ,· . .. ~ · .. - .. :· 
,.._._·· ·::/':- . . <··.:;-___ .. ·· ·2 .. :-:Y •2 .. ·. - ~ti> ·.: .. tf_ .-'-~fX: · /' : 1 ·.:-.,· ., r ."'.·. ·' .. ' .... .' .. 

1 

: • .• ·• • 

.'• ·.: I,: • .. " •. • (z; t.'-;1 ·· ~ · •. • ' >-• .', ·.''; :· ' - '· . ,<•, • .. :· ·. '., .,:',·· .' •• • • : • .. · , • ... 
·, .. . · =: ·: -: ·~ . · .-· . . · L. . · . J · ·n•I ·· < 2r · · ..... - ... ··. ·:·.·. " 

-·. • · ... . , · · ..... .. · .-" ==. o·.· · · : ~ · .· .. c._:::...
2

_ 1· f . · --... ... ·=:· 1· · ~· · · · · .... ..... ·'· .. • .. . . ..... .. • '·:.: ·'=·. 't ·. ·.:: ~-- · . :··,:' .: ·_ . .... .-· : ... · .. ' . ·: ,· . . ~.·._. ,' .. ···•.·.· . . ·.. . ..\. . • .... ;·';,·... ,. . · ' ,.:: ·:·';;·:· 
. ... ..{· ,:.:.: .. ·-~ . ···.··;·. . :·: .... ·~ . : ___ : .. _·~-- - ·~: ·. . .. ··, .: : , .. .·.. .·:- ·:::~· - .. , .. 

' . : ' .. . . : ', \' :. ' . ::. . . . ·. .. . : . : .. . ' ' \ .. ..... ·. . . .... ·.. . .: ., :-•, ': .· .. : .. ' • ' . . · .. ~-· .. ' .. . h . ' . . ' . . . ·:-: .· .!> ·.-, ... :.~ ~- ~- . -. . ... >:;:_.·-' .t._ :~n ·. .. . .. .. ' ·· :.···, .. -:· ·: ·.':·::· .-.. ··::.':.::<·.: · · .. . .. - :· , '· · ' .. ' '· .. ·.·. .,. :. · . . / .''\ : :·. 

,: -.. ' ;. - ' , ·.~ ', •' · P-2. ' ' y;;>c'~f~jr, ~ 1: , i' :-<: '· · ',> :'; ··• 

. ,. . .. . . .. •···' .. ' . ·.,. : '.,:r,:, . x(l<J: =. :I :':-{:' ·'.:.:.( ;:r' ,: . .. <. :ir i .:'". ·::._,_' .. '· .. :.'-~ :;,.:.:'.' . . '._::: .:·· ' ._::_:; :. : . 

· .. ·_ ..... ; ....... :····-·_· .. ·.:•·• • :•; ~. ::, ...... ·,'X (-:) :·-:;·?~hn&:~:: ~ ::.l:.·rr~<:;~ ~: .. \f)A~·.• .. ;.-......... ; .. > ·.-.• ;· :0:. ·. · ;;~::: .. 
. ·.:·:,.,: ·.·', ··.: .:.: ; ·:,•: .'" · · · ''•'.' •' : .-·.•1P-:-l· ;lf'' l; • ::::,n, ~ : •:;-'·.t~ · J..f,' . .' l,; ;": .='· ll ·: . . : ; -' . . ,. .. . ;r',.•', ~;.;:.• • ... . 

- 4 ·: ... ,_.:_·.:_ .... :.·i·:·~.· ·.·... ;!.; ... :~ .: <·::'_ ... ~.' ... ::::._:_. . . : .~·-·::,. -· . ... ~-~ > :: .· :~:---.~:.·.~<-;- --~·:_:_:_/:-:;::..:·: ·.-. . .... -<_, ,~:. :: ::/~<: ·~-·~-~-... _._.<:.:·_~.:~-.·,.:_~_=:.··:_~-·~-~:/ · ·_:.,_.~-/:: ~ ·:_ .. :_:._~· _: (_--_:_·,··.·.: .. · ... · .~.::_· _-~~-_:·.·_,~_:. __ Y_._:-~ ··; ·h·~ :_,:· ~fif..):.;~~ .. :. 
. ... ·... . ... : '//}-) . . : .. . - ·. ·.. :-::. ·, .. _, 

. .. : ... ... :_·:·· .... :-:=.· ·:_. : .. ··.-_ .< ... / .. · .. >:' : ·: .. : :<_'-~.:.,; '> ,._.': .:·:::_\'_:;-::< ~ ·.:: ·.~:· :·' <_.. ,,.· . ... . . . .. . ,~. · .>·· .. . ·.·.-- ,, ...... : _., ' :·.:· ,:·: . 
. · ~ •, ~·. :·: .' :.: .. ·. •' , ... :'', .·. ; .. :··_ .... : .. ~.·~ l .. J·: ·,_ .. : ~-.: .. · .... · .· J • . : ·, , '• • ; • •: • ,::.· .:. :~~: :: - ~:· . :·, i :~ ~ • •C <-: :·<::::,_>:::, • •; ·,. :.:· ·._. < ~ .:. ·' • •., I , •• ' •• ••• .-',: ;.;· '. ·.' 

•· . ·.~··.; .,. ·,',:;,;< - r - -:._; · .- ···.·~ ·: ·· :. ·.:···· . • ·,;--:,:_.=.:.:\; (r· ···. ; {:'<:;.;~- · 

.;::·_·:: ___ :.:.-,;_-·_._~.-·.~._-.:::._:~ •. ·~.:~···_:·._~::·i··:::'_··_~.:',~:~.:.·:·._··-.-.: 
'':·' .. :' ·.· ~·:·: ;~:~:{: ·: __ ::::{:~:..J<~'{'::·~ -. __ . 

. · ··.· .· 
. . · 

· ... -

. . •-: 
: .. ;·,I 

-~:_·._ -~ J : • •• 

,• . ··, . ...... , : 

.:_ .:: :_· . 

·:--
. '• · 



•' .,, 
•' ', 

' • . 
'. · 

··' 
,. ' 

'•' 

. · ',· . ! 

1], 

. i . . 
i . . 

. {:·_~ .. _. ·. ·. 
z.· ... _ . 

... i· 

' ·,· .·.· . .. 
. t . '.•. ; 
~ .. . · 

~ .' ' 

···.: 
, ;,.,., 

·-/ ·.,: 
.~ .. ....... : ' 

.-. 

. ~ .. ' •, ' 

-. 

. .. 
I '; : 

· .·., 

. . : .., ; .· . 

have 

; . .. ,• 

': '.(i) 

, .. •, ·· ... ; :· ·.·· 
i : .. 

• ' J 

. , ... . 
• ' . .. . ; 

. : ~; -. •. ' ' •'' 

_,:. · .. --. 

,; . . 

·- 53 ' 

-. : . - ~ . 

' · 

• ', ' 

! •. 

. ... · .. .. 
· ·· ·.2r· , ~- '·i ··· ' · 

1 ·F. · r; .. = :x (k) · <=> . ·•' ·i ' 
. • ' '.! , 'I: , ' ~ , 

--~ 
k f ±'1 

. ·' ' . •' ... >: ·:_ . .... .' . ~ ,' ··.:. '. · . . •: 
~_. l:-; ·:(mod . p)·_, ,-,. · 

",:· · . ., 
-.:• I 

·' · ... ·.:. • ' .. .. . 
... ~ ' 

~ .. ' 

-and 

I o \ : 

,·· . . .. · .. · . 
. '.· 

1 

..... ' 

:. ,. 

·r -· r;·_ ·= -1 > . ·•.· 
"-..: :,• ' 

'.":-_ 

. . .. ;; .··. 
: -~. 

j: · . .. 
c ,· • • . 

; ,. ~ .. -.. \ · . . 
: . ··, · • I > 

·. : \ ··· · ·· :·. . ........ . 
. '• 

' • . 

.•'· 

,, 

, , • I ·• 

; -

.- :. 

... 

-! 

1·. ·. · . 
; ·: . 
.; ., 
·( . .. 

., 

.. . 

': ,'1 ::.,· . . 

···· .. 

,. 

. :. ·,' 

'· .:-··.:.·.:: 

i·. 



. . •''··· 

· · 'I ' •.· 
' !• 'r , . 

· .. ·~. 
'. ,. 

... • ' 

' 

·'· 
~-.. 

' ~ , : .. '. . . 
... · . .. · ·: . ~ •.. : :.-· 

• ' · :;"'.". 
·.:·· .. • 

. : 

; ..... 

, . .... · .. 
·I· 

,. ·• · .. ........ :.· .. :·.: 
. · .. ·,·· 

' . · ~ 

'I. 

. .. · .. 
. ,• ~ .- . : ~ . .. ..... 

··· ~ 
' ·.-t .. . · ' : .· '. 

·. ( .-
..... 

... J 

Jt ·.· -:- . 54 

... 
· .. 

.'· 2x·. ·,. 

' ·· 

:.~ ~ . ·: 
~~here : · 'ir(x;p,a) ··equal's 

· .. 
· .. 

.;'.. .·· . ' 

··~· . 

' · 

. ' 

·.·· ·, 
·· . 

.· ·. . .. 

q '. ~ -·~ 

.. . . I· .. 

·. 

with 

. ' 
.:· ·. 

' ~.'

\ 

·. 

'· 
q· - a 

.. . .. ~ . . 
' ' . 

. ! 

,· . .. . 

· <m<?d . JiJ. 
···:. 

.. 
>. t . 

·i . 

• ' ·: 

.: 
{ 

··, 

/ . 
. r , ... •. 

1'• . . ·,. 

. ·, 
... 
. : 



· ... · . . _, .. . ·. ·.·. 

.· 
. \ 

.· I 
' .. ~ ' 

' • of 

.. ·.·. 
'- ' . ~- . 

·' 

•1•, 
, · .. 

-~·· 

.... 

-. 
.; . 

•", I '. 

. '• 

·. 

... : .:. •'r ·, 

. '· 
, '•t' I , 

·' -.. · 

. .... 
.. .. ' 

· .. __ :·.-: 

• I· I, ... ~ o '' • :. ·, . 

'. ;·. 
·.: 

., · 

. ·.·~ ·.-·-.. : ·~·.: .. ·. ,_ '( • ' ' -~ ~- ... . ~ ' ' . ·- :.: ' . - ·· ' 

. ··.~. 

55 · -
- '10 

. :p-1: 
2 

'" -a l. q .. · 
q:-I ·(p) 

-. n--1 · ··J·· .: : 2x d .· . < . L-..:::.. • a X . . 
·.· 2 . . · · 2/3 · · · .' · x a+l 

· · P.~ . (~-1~ lo.g Cp-) x · 

·, ~ 

·· ': i.:d·J· ... . _. l _ ..... 
= . ap .·. · . dy ' . -2/3 0 .... . •'• ' 

· · . . e · . )' ;log .y ·: -·· ... ' 

.. :. ; .. . ·.: 
;._ ' · ,. -. 'f"" . 'e---w. _. _.. ·.,. : 

< .· dw_·,_~· :> .: =oett.irig .. · . 2/~ -~- .:.·ij .-. w-· .• ; ' ' • ·.:: ·- · · 

. . . . : . "' . : '. . . ·.;. .. : .. 
·. · .. 

· . .. ': . 

~ - ' . . .. --. 
' .. . 

' .. · ~ ... 

.. 
---:· ·· 
.•, _. 

,.,. 

··:I . 
. ; 

·· .. •. 

. : . 

. ·. ~ 'I.: ·- .. . . 
. .· - ~ ., 

. ":;! f.:_ 
.... ~ 

.f · 
~ .... ~ 
'! 

; ... 

:_. ,. ~I " 

.. r 
l'~ . 

:·:-·: 
~- :.'' 

. -.. ·. 
:~ . ... :-::-'::·.;- .. 

.\: . 
: -, · 

~. '· l 

.... 
' : .· i 
'• ···' . 

~: : .. ,. ~ .. . · ' :' . .. . .. . -~ 

. . " " 

,•I ' · 
.... ·. ~: .. 

_: '::· .. ':;! .-·-.· .. ·. · ' · _ _ ,. · , .. . ~ ; . . •.i' · ' • 
. . · . . ~-. ·;'· \ - · .. ~' ·. -~·~. 

'.·.· . ; ... 

i. 
.. : 

......::: 

· .. 

, ., l-!ence ·we.. hav.e . := .. • 
; · ~· ',~.: ' • ' ' ' ' ,- ' ,' ' ,I' 

., ·. · .. 

· :-' 
,-' ··.· .: 

·.' 
. ·. ·,· . .-· ·. · . 

. . · 
·· : ., .' . 

\ _ ... ; 

. ~ . ,_ .. 

: :· 

.. ,· .' . 

.,· 

. .. . · .. 

. ·. · 

. ·. -~·: ., . / ' 
. ··-· ... ' I ._ .: ... 
. ' .·; -. 

··:;: 
. \ .. · · .. ' . 
. . ~ . 

•, .. ' 

· . :-. • . ···· . 
.;._ . 

.. . -.. . 

.. ·. ;_ 

·.·. 



·.· · 

I, .', ... 
._ ... ... 

:~ .. 

.. ,.,_ 

•' 

-~ 
... . ·, ~:·;. 

.. · 
I ' .: .. 

-: . . ;r 

·'·. 

..... · '-:'·. 
:. ·:· · ... .. 

·.'··. :· 

.: ..... · 
~~. ~- ~: 

I ' 

I , 

. ··.· . 

·I : 

.. _ .. :· ··.·:.· :·' 

Now; 

... 

·'· \ 

• . . 
-• I~ ,. 

·.'. 

" • 
· . . : .. ·· ' 

.- •• · .. :· , . ! i .. ' 

.-. 
. ., 

< 56 

IT(x;p.,a~ · n(x;p~· a'). 

IT(~;p,a) ... · .. 
. ·.· 

· • I. 

' \ 

. . 
:: •.• 

1• ·" ~ 

. . -._! ~ : ~ • 

]

. . . .-1 ~ 
1, .(]c,p-l)k . _,· __ (-2.8) 

I 

., 

· - ·~ 

~· ... 

-· 

, · ,, 

, ... -::~.:~ 
..... \, 

' , ~· I ' 

. f•• ·· 
~; -~ 

.. ;-r 
•' 
' .. -: 

_·. r: · .. 

'f 

' · .. . 
:·i ,.r '· 
,..; ·. -:. . . ' 

· ,"1' , 

,· ~ .. : 

. : .. 

I ·.'· i. . .. • 
• r: . , __ 

...... . 
·,:·. ,'1, 

..·. 



-. r .; 
I ' ', 

~ .. .. •, 
,' t•, / . r .· ... ;.r . 

.: . : · ' 
. -.· .. ·.· 

. •, 

. .. , ~ ' . 
:···, . 
:._. 
' . ·· .. , 

.. . · .. ..,. .... 

;_. .. 
< : .. ' 

. '•· -... _ _ 

-~ . 

i 
. f 
, 1- ' 

. ~ 

. i . 
l. ,. ... 
" 

··f .. · 

·; .. ·::··. · 

.... .. 
. ':: 

1: -· . 
, I, ... ~ I 

.. ·.::·-'·:···· 
' · . •' . .. 
:-· ·. 

.· ···. 

.'• ... .. ..... ; . - ;. • . ·. ; ···.t, 

p-J. >.r 

·' 

min. (s. · 
1~_. . , 

.J' .. · . ', ~ 

57 

5~. .r > r · t~d-~J 
l!-1 ' ... 

. .~ ' 

a'nd -hence We now see how many times :each .of th~ d.istinct 

s. 's can ·occur.· 
1 

· ·. ··s.-:, s in the :list' 
. .' '·! . . 

·.' · 
s. ·. = ·s·-. 

/ ' ~ . 

, I 

:•.·.' 

.. ..... .. 

;·_, 

We · let· s ~= 

_s}, s 2 ~ . .•• .-.. 
. ·· ·' 

be ffxed and 1 et t : 

s : · that· arc. ·eq~,Jal to 
v · 

be 'the n_umber of 

s. ·. l\'.e note ·that · 

... · ... 
· ·. 
,• t 

.· . o 

·· .. 

. . . •, ., 

. i .· 

· .... •. 

. .··· r~·_. . ,. . .. . .. 
. : . ': . ' ' . ·_: ~ 

.... 
~- . 

,• 

. :'; · ,~ ·' 

·. ' , ··: 

: '~ '. 

· ... .. 
. •.,·. 

•.-·· 
·.·· · ._.:.-: .. 

..• ,' ... 
· · ... : .. · ' ..... 
' . 

· .. · 

. ·. 
·: ,.· . ... 

-~-: 

•·, · 

·.·:_. . 
·.· -. 

· .. : · 
·. : 

... ·. 

·:: 'I 
.:':::.-
·:·. 



·: ·. 

.. I 
; 'i 

.~. ' 

·-

·, 

r 
2~k~log2x .. 

' .. '""''c 

·. 
-.. 
... .' .;:- ... -· - ~: :· .... 

58 

/ 

•• .J 

• • •• l .'.. ~ ' · 

. , . • ~ • • . ,. !' ,· 

..· ~ . ' .... 
-~ 

... 

r 
·-~_.-r : 
·.r :. 
J· 
L,. 

.i 
I 

\ . ..; 

• ' ·.: .... ....... 
'.'. ; .. ... ~ ..... 
'. :· r . .. ' ~-: ,..,. . 

~ :. . . ' ... 



•· 

•' ~ :. 

' .. · ~ 

. • ... 

.· ; ' , 
) . ... ' 

• '• : • ~.' I • 

~, ,;r.· 
}.<· l' 
. . . · ... (: ... 
~ ·: ; .. , ·"i· .. 

-~.,.· ·:·::~ l 
' • ' ·.•' 

1,, '• 

:! , , .. ' . 

: ;. '.~··. ' . . · ..... . 

, ' ·' 
··· ··. •:· : _, .. 

' ;-' .. 
' . - ( 

, :;' : ···f ;_ 
'. ; .. ·. 

'• .'· 
~' ... 

· .. · 

..... 

.. - ~ . 

•:: ,. 
,. .. 

') 

-·: 
. · ' • , 

. ~ . 

~ . ~· ,. · .. ·.::· ......... .. .. . ~. 1,' • 
. ·~. 

' ~ · 

,• ... ' ' .. .. ~·· ...... ;-.. _. :-.· :.-

-· 59 

= a t:! 
. 2 
.· ,· f

.., .. n(x;p,,.-1) ... n (x;p,-i) 
o+l 

.P X 
.• 

< ~~4/X p-1 
.. . p_: 

+ 2 

. •. 

· -~ ~\...L ·. ·f or-·· · · .. .xo-t:l- ' ·2 ·:>. ·.a . :>i. :i)' 
':':: <. . ·. . . . .·. ~X . . • ··.': f .. 

.:·:i\. .. ' ,,_.·. .· ~-- ~~:-- ~>~ 

-2 . 
l~g x)x dx 

. ·· ·--·· 

1 . 

'•. . ·,· 

r 

dx 

•• • .\ ~ p ft~rx v>t . ;.io/~i~i2di ·· • .· ... 
. : ~ ~ 

\ .. ' '~ .. 
. ·.->\'>·.~ :· .· ·' p . . ' 1 · .. '· .... :·, ''· '! ·;:,. . . ' . . 

• '\' · .• .' ,·: 1 • . • 

~".·. ,• ··. . . :: . '-:. ·.··.·:·7 . . ........ ·.. '· ...... . , .. 
~.· ... ·.·.··-.... ·. , ·. . :: ·;·-: ,<. · .. < \\·-5·, + :] o·g : P .: : ,, . ~· :··:· ... '· .. 

; ..":::- .· ·: · .' ' ... : . . ;· ·.:.· ..... ".' ; ', .· , 
·~· 

: :. 
:.' . .... 

· · .. 

. . • • '• ! ._: . • • .. _.:_· ·.· . , . ' . . ·.-· 

. . . . .. ·. · ' -. . \ , • ;·. · •' .. .. 
·:·a~{ ~hen : hy-:(z. 7:)::·· ... :- ···. ·. · · ·· 

. .. •,· : :. ...... ..... . 
.r 

. ' 
. -::_. ' . ,. . . ~ 

.. ; . .: ·.'• · ' ' .. 

· .. 

. . . 
-. :-· 

. '• ..... .- .... .. 
. · ··: . · .. ·-: . 

·.'f ·. 
.· .. 2 

:' .. · ~ r. ·~ ~- . . 

los .. p · 
/-,: · · .. ... · 

;· ~ ... 

' .··· 
. :·~ t 

.. · .. 
.·: '!t 

. · .. 

._., . •' 
; , ·:: '• · . 

·.·-. 

· ,.J .' 
·· .·: 

. ·::.- ... , • .. · • . 

• , ,· . 
.•:. 

· ... 

. ( 

-~ · . 
1 I \~ ' . . ' . . . ' . ~ ·: .... · 

' 1, I 
J , ' . -: •• ... , ... 

.. ·.· 

,.· .. 

..... ···.· · 

.,· .. 

._ ... 

···· · ·.··: 
~· . ,;' · .. ·"· 

.. ' .~ ' ~ . . .. 

. •. · 

. -: • 
:- .. ·, . 

.. · .. 

. . . 
'.' • 

.· •• J • .'-' 

,. 

' ~. . ~ 
' . ... ~ ~ . 
.. ~- . \ . . 

.. ~· .. . 
. . ' . ~· .... :, . 

.. · .... -... · ~ ... 
.·. ,· 

~·. . . 
. · : :·-.' 

·.·· .. ·' .... 
· .. ;. -~·- . 

··· .. 
~ - .. ' .. 
• ,• I ~ · 

. ' ~ · ... 
: . ~ . 
•. 

· .. ··r·:··· .. ·, · ~ 
· .... : 

··; 

.. :· \ , 

, .. 

.. . 

.-:·;, . 

. ,• 

... . ·:· ·; ·. 

. ... . 

. :·· .. .... :·:. 

. •' . 
,• .. ~ . . 

.i. ~· ·: ·• .. .. 

... _ .. _ ... 
... ' 

/ 

·.·: 



~- -~ 
·····of. 

-:.:. 

~.·. 

- ~ . 

.. . l ' 

....... 

:•' ... :·-,· ·I · ..... 
~ ' . ... .·. t .. : 

. . -· 
,. ~ -

. . . ..... ~ 

, . . .r' . 

'. ; 
•• ';, · : . ,~- ;:" ••• ~'- · - · ..... .. . :· • .- -· 1'.• ,1 _ . ... \ ,~ _ ··_ • 

.. -~~-- · ·:··.-~'·' ··;: ... . :.:" 
~ ' • :\o. ., .- ' ~ • ' . .. . 

. .. 

_ ___.,_--,- \ 
. \ 

\ •. 

... 
. ?..'. • . 

. • ! -~ . ' . 
··., . 

' ' 
. ' 

.where S (u) :.= }: ,{(n) ~ 
·n<u· · 

roots of unity -since X 
'. 

., . 
·' 

.60 
.. -

. Now · S Cv} ~reduces ' to a sum · of at rnos t 

i .s odd 
· r+~·i · · · 

and· sl.nce._. ·• l . x(n)·· ·=. :o; .: . (S~e_·. . . ' ... 

.. ! 

n=.r 
·r=l.(p) 

·· ·_' BPr,~vic~ a.·nd 'shafar~;·ic~ · . l-,4-J.- p_: .'4.18). 
... ,_ : . ·"' . .. : ·; , ~ .. . , , , r 

. '. . 

~-

'E.:!·.: p-th 
.. 2· . : . . 

' :· 

.. 
I' 

.! \ •• -

. . · 
' ,. 

.-.. 

·. ,• 
_;}::·_.·. 

l}' ~-~~:-~/ '.:-.·· 
-: ~~~' \ ~ ~~ ~~·; .. 

U~ - .;:. ·. 
75' ; "-- ,. . .. . , .. 

. , ·,_ 



:~ .. 

~ ., . 
.. . :; 

....... .... 
• ' ' I 

. '\ . ~~:. 
, . 

;· .. 

·. , -. 

\ 

! ~ . 

'-· ;; 

. ~ · .. - , .. 
I 

I 

.-
~ ,_ ·r ~ . ..... . 

-··. . • .. . ·- ·' 
.. , 

· :·"" 



' · 

... ~ .. 
. . . 

:. : .. , 

··: 
·• ~~ ' t ... 

. , ... 
. ·-· 

····. 

·'· 

;'. , .' . 

J 
.. ' ~ •. ' 

I 

. ··;·:_;-. 6~:.· :-:' .. . .. . ·: ' . 
j'. i, 

... ·- . ' • . 

:., 

··' 

'·. 
. h(x:~ 

, ~ ·) .( . .'·, ·)··n 
. t ',b !:.!!. · . 
· l n ~R · · : 
n=l' ; .. 

.· where · c · - . : n 

-' I':. 
. ~- ·b' . 

··n ·= --. 
• J ,'. 

".:- -. 

... . . . ' 
H~.re: · \,\'e . hav~ · .. ·Re h{~) 

I I , • ,· : .. 

. ·. _:: . ·by th.e ··ab~ve,_. lb : I < '2M :. . . . . .. . . . : . n . 

; , 

· · · · · n::..i· · ' 
(
z.:.a) : · .!_ ·. 
R •R · 

• 0 .' ~ 

•·. ,·· 
.,-:. ; ',• \,;. . . .., .. · 

•'. 

,.: :· .:: . .. 

· ...... 
,. ~· 

·~: 
.' \ 

.. a 
"'· 
· · · 'l 

·,, 

. \ 
.~ J ·: ... 

.,: 

. ~-

•;'·· 

., ·. ~ '. 

"' 
. . -. 

'. 
: _· 

for' 'I z-a I ·= R' . and .so., : , \,' 

:. 0 
I 
f •. 
r. 

.:/' .. 

·, ' 
.• 

'. 
-~ :-.• ' • t · ... 

· · ... 
... .. ~ . , 

'-, .... ·· .:.. 
.-; 

•' 

; :--·.' .... ·:·· 
• J· •• 

..• .... \' · ·· .' ·;_ n:..l 1· · 
1. ·. ··2Mn h) ·:. R 

J1= I :· :·. :' , . ·: . . . . : . _. . • • b 

·, .... :: .. ·. , ·. . ~.:· ·~I< 
• .I .. .... 

-.- .. 
' ! .' I 

·, ,' , 

' ; 

'.-:: ._: ·· · .. , 
. · . 

~·] · · n· . 
2· . 

... 
l ' , . 

' • . 

i 
. -~ 

~ - . . ·-;~~- - .:......-=- •. ....: .--.-·--. ' . 

.... 
' • , 

.: ... 

· ·. ... 
'.-. 

• , , 

o . 
.:.>, 

· •• , .j. . 

\ ... . . 
. ~ - -~ ·. 

. ·. 

: . : ' ·J, .:r : .. · ·• :\ Appli•-~ .:",· ·3~ c.~!~ tMO ~i.-~ ~<:c~J·I ·~ 4p~ · toi< p .· for 

··· , · .. :. · : .. _' . I ~~o0 1"~ · p~ · ··~:· .~.ut-; ·.f~· (s) . . g'' (s) · ··an(. I a_ ... a .. (/ ~ .p ~·~ •. ··:s<> -w~ ·~re ' done. 
· ·,.:' · · '. . ., ·! ·. 

l· 

.· ... 

·; · .. 
' . 

·i ,. • . . 

:!· ,. . . • ~ 
·. ~ . . . . • ~ ·, 't,-. . ''-~ : - , . . ' . .. • . . . . . . 

.. ~ ' . .-.. \ . . ··\ ~: - · .. _ •' ... ...... ' ;. ' 

. ;- :,_;· .. _::,. :j:: ... ·' ... :. ~, ··:c. . . .. . 
. . .) ., . . ' .. ·' ' ·.· . . 
I • . •. ' • . ~ ., ' . ' . ' • . ' '... • • ' • 

::_. : :.-.··.- j'< .... ·. ·· ... 2~ -2 ... .'~umitie·r's ·.Conjecture. ··· ... ·: ;.. ,.·: "' .- # : _~,.,. :., • 

-: .. · ·,t .· .• ' . . . ~: .·. _:~ ·. . ~- l . • . ':.):+,·: ~ ' . . •, , .. ' :r . . ,. . .. . . ··: 
'' \ • , • ;_ , .. • · .. ' •, ',_', ' '• - . '/ . ' . ·. , I ' •' ' f •,' • • ,, lo-' • ' ',• , ' • ~: ••• ·t,,' 

:·. :. l ···. I ./ ·: ~s~ .'th~ · formui~ .: -~ · · ·~ · '· ::: ~··. ··· ' · · · ··.·· ·.· 
I • .. : '} ':'•~. • ·--.: :'· ' ' • ••• " t ' • ' • '•'' ' ""'"" 1 0, 

....... ' ... ' ... : :·.. pi-3 - . p-:(. : p·-1. ·.>1 : ,' :· ··-

,. .. ;. ; . . · :-t .: '··· h.*> .. ~: '.· .·4- 2,-- · ~ · n< 2· f :. ·:n··. ·Lei ·· ·)· · 
... ,. . ·.: ; . P ..... .... . ~-. · . . ·· . •. · .... _x.· .... .. . 

-~~. :·· · ~. ·P ·.. . _ .,- ··4 x(~l):7~1· . ·.. .: _· :. 
p ' : ~ f {.: ':) ~ . ~·' .. • ' •• : : ' • ' ' •" - ·', . 

· ·~ . • ,. .:·. ;· ·'· :".: • .• 4> ·,: :j :-. :< ·:-: . . . ' ' . . .. :·· .'·' .: .. : ' .·.:· . 0 

'tiniate . .' 'l'i*: F~om. this · 'f qrmula ~arid i .the l erfumis . of ·th~ :pr~vious .... · . :·p .,· , . · ~ . .'. . . . . . • . . ' . ' .' . 
. . : .. . ~' : . '. ~; . . ... ; · 

' ....... 

. . 
~.. . . 

·. ·. _ . 

:·,. ·. 

. , ... 
·.· 

II . 
--·. 

.. 
.'-t . ~ .. 

- .· ': • . '· ... ... 
.'· · 

. ~ ·, '. ' . 
; .. · 

, . . ·,_ 
., 
.. . 

• . 

· . .- .. ' 

·~ . 

- ·.· . . 
;'· 

.·. ; · 
I' ~ • ·~ '' 

. -.... ~i. ' . 
... I 

. - . :.;:. ·' . 
; . ~ ... -·· . . , ·.' . .. ' 

.. . :'·.· .. · 
•' ~ ~: ,<;:_.·_::. 

··, •. 
-~· . . l:. ' 

,. 

0 , I 

·r .. · ... ,' · ' · 

.. ·/'· 

~ . ·, . . :· .· f 
.. . . . ·: .·· .. . 

. ,. · ... ' ·: .. ::· .. · .. ~:.': ·J ... . 
.. .· ~'· :· .. ) ' •'' . . •: .. . ! ." 

i ' , 

. .... 
; .· ... 

P . ... 
.. ·: 

~- : . 

··.:· . ._} ' . •. 

.· .·,. 
'· .. 

. . 
. . . ·. ' .' •. ~ ~ .i. .. ·:x 

! . .-' .: . 
' • I o.' 
· , 

~ ._ • • ! 

. :, .. ~ 
.:' ·".· 

.. · .. 
.... ··. ·. . ' . . r . ' 

I -'· . •' ' . .. . 
:. ''.! ... '. 1', . : 

• ,· ' I 
,-, , . 

. _, . . · . ..... 
\-J · • • 

·- ·.' . 
• • · , · - ~--:- - : l_ : • • 

.. 
! ''': · 

. ._J'; , 

·. . :~ : -~ . . ·.•.··.· . . ;-.' .... --... ,·.: .· 
., ·. ; .· ~ ) ' .. ~ .. 

:: ~~ -
... · . . 

· .. 
... 

. , ._,.._. ·.· ... 
. ~ . . . 

. .... ,_ ... : 

.. . ~ ,· .. '· ~ 

.. ; 

' • \ , ' .. 

.· . 

. ~ .. ", , . ~ · . 
.... ·· 

. 'r, , ·,,, 

.·~:. · :· · · 
., . 

·~· . : ... 
-.. ·: 

... 



:.·t-·· 
·I 

.. . . 
; . -

. ~ .. . .. 
. , . ··' · • ' 

.:r ..... 

·~ . ·.: 
.·.::. 

I ~· • ' . . 
. . 

.··• 

·,, 

. ' ... .. 

' : ~ 

' ·· . i · 

\ ·. 
\ 

. • , 

·, 

.. ; 

·: ., 

,· ·. 

'.i ' 
~· .. 

·. ' -~ 

' , .. 

"\ •' 

. . . . 
• ! 

,.· ,.•. 
·~r-.. 

·~\~ 

,' l., . : l :. 
'· j." ·" . '. 

.· ... 

. ... 

. ·· ··' 
1,",. ·; •• 

,. 

~~;;; .. . 
- j: ~· . 

' .(~~-, : 



-~. ~;.-... ~ 

·.,'··!(.:: 1

: e'o 

' ~. ~· 

. ; : .. 

,. ,, 

j.'' 

' 

·-

. -; :f 
• , )'oo'' 

~ ' . i . ' 
. ·.·_! . 

.· .. . 

... . ' 

·_ r:· 
. -~ 

... ·: 
. ' 

~· . ·. 

'r . 
·:·;·. · · ... ', 

... . ~. .. -... ~ ·- .... ···. 
.. ... -·~·: 

I •' o i• ' 

''·· . -:.:: . . 
··:. .. : I . : . ·.· .. ' . 

. ~- . 
· 3 · , · 1 · .. . . ·.4 .. iogp ·:_· ..... ··.· _. 

,- l • • •• 

~ ·.: : . . ... ·;-

/' -, : l 
__ :_. ,. _· .. t,; ..• ~ · .. :-•.. -·. i·- ; •• _. r .. . -· ... _ 
. -:··, .· .. 

.. . ~ · . <· . ; . 

. .... 
. 1· . 

. , · 

. . 

p >• 2o'o·. j 1. .- .-... --.-_ -:; .. .. . · · · · 

. ·._' . ·:~~~t.~· 

[ \~- _:.- .. '~~~~~ : ,'-

' ' . .. , 

_,f '' 

;{.· ..... 
:~~ . . ':"-

- ;;. . 
'-·:r.· :7 

.. :0 ' . . t·· 
i 

' ~ : .. ~ . 
'i ,_ ·. _·.: . '1 

·and _. 2 -log._ 2 + 2: log .n _+ .3 .+ , . ~;~· .·'· .'~ log .p .. for ' 

... ~~:_;. :_: ... ~~ ;:._. _.. . ·· .. ·, .><· 
,. 

/. . 

.. . ·.. . .... · ·I * ··.... . . ,'. "7'('~·,.: : . ' . . ~- .. ·. .. . . .. t. : 

. J:l ·:··= 1 ·-- if .a'itd '·only-.. if-·- p - ~ - '19.:. MoreQver.; .. 
:· P· . . .. - - - - . ' · 

' . .. . .,_ . 
corotiarr :(2. 2} 1~e l1ave 

.·, 
· -* -- io·.. .. . :' ·· -_·. 
h·~ - ·< 10 -if and .only. -if ·_i>, _ _ : ~ . . · .1. ~-L·_: p . = . ' J J 

.-) . 

·,, 

. ·, ( .·.· 
';· ... · •', 

,, . <. 

···. 

•, ' 

'-~ -
·.· . 

. , , · I ':' 



. ~ ' . 

•· ,· 

, j J> • . • •• : 

. 
. : ; . J -· j -. ' 

:o'· ..... . ·_· ~: .. 
I}_ :• 

... 
: _,: .. .. · ... 

.. ... _ .. 
. .. 

~· · . 

... ; 

. ;_ 

~ . \ . 

-.,~- (· -~, :. ,: ~. ,·~ .• ~:.· • . I · .-'. :.The£' .-" 
'l.' •'• ,. 

-::·· 

· , ... .. 

: :. 

~ :; ' • 

; · 

., 
. ' 

·. ~ . . -.. 
. .. 

· It .. 

,. ' 

' #" o , 

-. 

.·· 65 

·-.·, . ,• .: 

-... 
··.·· .'. 

:_:.:.~·~ .' .' -~· -:.:~ ·-···· .. ,• ; ' ';'' 

···'- - .· 
/ . 

··, . 
' ' · ' 

• ' : .. 

. ·. 
"-' ., . · .. : , : h . ;;· Ew"-JI -N .. (H . ) ·. · · 

:·· · . m ... :.' · ,;w·lJI . 1/1 .: • · .• -:·-"'?"".' --:· ... - ;.-, 
(1.,37) . 

. ' . ' . ' ·lJI<>T • . , . : -: . -. . . . 
• ' ' ' : ' '• '•, • j t ' • ' ' • ',• ' I • ' '• I • ' ' • • ·,~ ' ' 

-:- . : \ where . E ·. = 1 · ·if . • m ._. :i:s.-··.a · prime . p~~~r- -~~ :. E ·= · 2_ : : .ot~-e~i se ~ -: an~ 

.. .:is. th~ · •n~t:ie:;-. oi r:o~.t~ :_.~f : u~ity_ in ~~ s.-~- ~ -- :2'~_--:,: _ · ii . m :1s --~-d~-~ 

. ·· .. .. , ' _ .... 
i ... .. . . w 

' . . . . 
w ·;= m . , ... ' 

· ... 

.:£'.·.:·_. ··: .-... 
. i 

' ; .: .. 
·,· 

' if · .in .. is even·. · We . shall. als.o .yse .' ~h~·- p~,6pe:r:~les · . of ' the' 

. ~iJch .w~ ~-~o~ed ~~_.-Se~tl~n·. (1 _.8) . .•. > .... _ ,_·~- · _:··:· .. ·.· . ·:: 
..• . 1'·. ~ .• 

·, ·. · ... :. · .. ... . ·· -·" '· ·, *'· * 
: Lemma,(-2,5). :. :. . I£, · mjr{ -· then ·: h ' jh · . 
---,----::...,-. ---'"' · .. . . · · . · . • m .n . 

··.· 
•\ 

. !'.'' 

·.t· .... · . ~ '' ': 
. ·,f· 

... , ·.· 
.' · . . .... 

· . .. 
\-

· "·) 
'~ I ? 

' ( ·· : ': '· 

· : •, 
· ··:. \ . . 

.. :. i· , . 
. I · I I . 

'; \'_.· 
' '! • 
. ; ·j' 

' - .... ·· 
6 , 

; ' : 

.· . ' 

· ... ·-

._, . 

··. 

.,. 

., 

. ~ 

., . 

' . 

. ... 
.· · · 

. 1 ; 
~ j<. '· 
., .•. '· . .'. ' 

. . , .. 
. . . ". 

. 

.. .... . 

, .. 

·' 

.I·., · ... : ·; ·. . 
.· . '' .. ·"'·.:. . .·. ' 

.~ .. 

· .. ; ... ·: 

·., .. . · 
. ,:, .. ·, .. 

·,., ,, . 
··. '1: · : 

• . . 
·'· •' ·:~ -:: 

; .·· ·· 

. ~ .. 

.. ,, ~-.'::'· . ; 



.. ,,. 

- ~L 
·. ~ -: 
-: !. 

·1 ,. 
I 

. ·L 
).' 
! 

.I 

' l 
I·, 

' ·f,·.· 
... :' ·>~. 

. :·. -~ . . y 
' oo r 
. . -.'[· 

~ . . ,. 
' . . . ~ . 

. i . 

-. 
··' 

- I 

I 

. •. , 

;- .. 

.''il .... . ' ' ...... .. 

.. . . '· . -· 
·~ I .... 

:· .· · · ·; ... 

' •· . 

- ~ -
.... .. .. ... , • 

·: 
,~ 

~.- ' 

·-\ ·, ' .. . ;·. · -,· 

, '• : ' .. , 

.•. · , ... · .. · .. ·. -·· 

.·, 

, . .. .-,. 

-.- ._ ..... .. 

. •· ,J 

-· ' 
'I.' 

~,' . ·' 

I 

.-. .-. 

.· ·· 

' . 

...... · . 

._ :1 , . ' • 

·' 

'._,' i:_:~::~:: :: 
, 1:;·:'\'' 

· · -- .. ~~ 
•·.· .. 

~· :;.:_\·.: .. 

::- .. 
. ::' ·s .. ·-

and---

: ... 
-~ijJ -_. __ is_ a. ':p~we-x: :~~ : · ·2 ~- · -Th.at'· is-, 

.. : typ~ · B).i) .'in._The'orein-: 1.1-.-. 

d~vi9~ 
. ' 

r and is a , charact'er of. 
. . I ·, ' 

': -: 

Such ·a : .. : tjJ _.is :·ghren". for e'xample· by-', · .. : 
. • . , . . - . ,f .. • 

... ':·. 
..... ~.. ..! ,. 

,• ': · 

• -~ •• J · --

;'' ' .· . ' -- . -· .' . ·. ' ' •, :_ . . 
.. _,ijl(zf - = · ~ · · (z)~ (z)y (zJ ' for -(z,_pqr) =. ' i wher'e· :'..(i ;.' is, . the. quad_rad:c :·characte;r:' 

. . . ' p_ ·. . q .r . -- . -· 
t.:.l .. ' 

· .. ' . 

mo'd· 4 and 2u · 
. . -~i:- ~-= _'X t .. 

····· 

t_ is' ·an· odd. pri~~~-: we -~~t·e. th~t ·. ~- -ts a 
' ' .· . - ~-

' _ ~priini tive · ·aha~~cter·· . (mod:pq.r) . a~ .-'i't .-is· -th~ ~:rod~~~:· o! - ~~i~:it.i v~ 
• . ••• . : • -·. . ': ·'. ' . > . ' • _..' '!' • . 

·;· charact~~:s --ot · ~~~ul'i p, 'q :~~d ~:· _ J-~):s .iTIDedi~te . .'~hat· -~( -1)>~<-1 _ · 
· · . . . . .-. . . . . , ._ -~ -- -:I : -

th'at ii ->s. -a powe~· o'f ·_·: _2. >-:: , · .. ' 
' .. 

. ···: ..· ·· : 

.. 
··: 

· ' ·: 
' .§:,\_·: 

. ~ .. 

'1•: . .-. 
' ' . 
. ' ' 
I ' ·: _-. .. 
' . 

. . : · 

., ' 
' 

-3~~ ~: .: -~ .... · .. 
: r· · 

) - .·.· 

·· .. 
.. . •' . - ·~: .~ . . . 

... ·.: ; .. ·-: 
,· , . . ' 1/1 .. > ' .,. _.· ,,_· · :... .., . , . 

· ' . · , , I 
1. : 

-. ·· -·- - · 
.. , .. ... ; 

j 
; .. ··, 

'·. 

. •,1 •· • 

i . '. 
[ .. 
l 
). 
l 

.. • .'. 

.... . . '·; :.~ . 

' ·,. 

.. '"' 
., ; ,.; 

::, .··· 

·. 
·. ·' 

' ... ··. . .. . . .- · .. - :· · · ·,.- ··.· . :~e~ce 
. : 7 . 

< '- . 

. -~ .. 

.. .... 

... 
...... 

· ···: 

.. ···., 
' : .· ~ ~: . 

' ~- . · .. " 
' t' ' 

.\ 

' - -

.-. 

.... · 
. . . 

,•','. .· 

. • !, ' 
.. . _ ... 

·.~. 
. _::.- :. 

·, 
·: ·· . . ! ·:.·· . 

'·:--:.· 

' .-, 
· , .·' : ' ;• :· 

..··-. 

.... 

.. ,-. -. .. ,. 
'-·:· ·:; 

•' "'· 
. h ' .': 
- -~P _- :: : .p · n ·: . .-. N (H 'J' .. 
-·. h : · . . ·plf(IP} . ll!: _-$ . 

.-m ·: .. : . . ·' 

... ,· 

, · . 

.· ... · 
. ' ' · 

· - : ... .. . ' 
• !·· • ... • ' •• · .--.-_ " . ~ • . .. . . ' 

. • . . ·. 
-' · ... 

. .,, 

' .'·· :·.-· 
: ·.' ~-t ,. . • . ,. -"~ 

· ... -· .. _-.. ·:_·. ,:, .· . ... 

· '.' • _ .. :' '· :.~ .. ··:-·:· . -.:· . ::· ·, . ,. : . , 
. ·:· ... ~ ~ -. ' , ; [' 

; ., " .·., . 
;- . .. :-·. ·. 

, .. ·:· 
'_, 

·.· ... :• 
;, 

. ·<l 

:'. ' ~ . . . ~ 
. ' • ' 

... · .. 
_ .. :. ' ; '~ 

, • ,' I o ' • 

... 
.:~ ' 

. ,, . ~ 
J ~I ' ' 

·' · ·--~ ~-. . 
:·: 

.. ....... ~ .. 
/· .. . 

·; .:. . 
_; 

. ... . 

:.·} ': .~ . . -····· · ... . ~ •, -> 
• '. • • • _ • • (1 ' • • / 

·'· ) . ---. . ' --· . 
' ·, 

..;· .. ""':' : _ . 
.. : :: ~ . 

.. : -:- _. .... 

,,· . 
·-·: 

.... 
. ··, . .. . 

. ·, . ..... : ,: : . 
.. .. ; _ . . .... .... -

. ' ·, .. ~. • , . ': · ... ; 

' ;: _'··~ :- .. . . : ;, . . . " 

•"!· !,,-: · . • · :· •• 
~' :;~. 

·. ' . : ' .. .. 
· ·· l 

.. -· · . 
~ . , 

.. : :: - ~ : (2 ,·12) ·. : '·: 
: . . . ·: : .. .. '.: . ~; ', . ' :'··-~ :_: _; 

·.:.· .' •. -~ ·.· -.. . : 
, ' 1•· , . , 

·.; :··· 

.·: .• .-: . l.. ; • 

. • . ' 
1" · ' ~ ·~-~ • . 

__ ;,_' 
·,.' -; . . .. - .} ... ·_::-.' -

!, · •' • • .;.,:-_ . ~ ' . , : .':,_: ·. ' '." :. _' . 

' \:··.· . 
·:·. ·· ·· -

... •. ·~ ... : .. : 
'._:~:~· . : . ', ·: .. ~- : ' ' o',·": __ , ·~· .. ,_. 

- -!_-,, ;, . 

.-.. 
'( ' ' -~ 

· .. · . 

. : 
· ~·· 

' . :~ ' 

· . . =·· 



'·'•' ' l 

.. . '· · ' 

' ., : ' ~, ,,),: h'>; ,; +~:\ ;, :; ..... ":··:·~ .. :' ··~·. •. ' ' ;:: :'' ." ' . :,: •..• •.· ' r ······--,·.::·. 
'~;~ :- . •'. ··.· 

'·-·:~y ( .. .: ,.\ .. 

· .. · 

··:·'7,-·· . · 

· <~:;:. 
:.· 

., ·, 

. ·: 
. . \. 

· : ~ ' 

'• . 

-... 
. ;•. 

. - ' :· 
'. · . . . :· .: ... 

' ' , . 

• . · ': · .. _ '1' . 

·.· .. ·· fO'r 
} .·.·, ···. ' ' .. ·· 

. ,· , 

.-. 

. ' . --··--·.:. ~ - r .. : .... ... · .... . 
.;'. · .. - ... ; .... _ ' .. - :...,;.' . . .. 

. . ~ .. 

; • ' 
·· - .·· . . ·.~ 

·;._ . ..:. 67 .· 
.. · ·, ,. .. . 

. .... 1: 

( Ew)· · ::'-· .. ' ' . . ,. .: .... ; .. · 
. ' . - a.+l . · .. . ·'' · _, . · ·.·. __ : , . . ··· 

_(E~J: .. : .. = :p· ·· in'ld.~y.~b-nstr~cti'o~::· 
. . a . .; ._: 

·.·:: · .. , -mp - .. 
. :; 

.. ' ,• . · .. 

.• .-· ..:.·l· . · .: 0 . 
., •· . . . 

. -· 
' -
'' 

.:. ·. , . 

. ·· . . 

··,·.:. 

;~ ·. . . 
:.·rr : .. a+I·. ·· 

· ·~ .. .. . ...... , 
.-.- , .... - . i . ', ' . . : -· · ····-._-.· 

'' 
.. ~ -., ., .. 

r . 
f . 

;j 
! · 

~:: . ·. ·l ~ 

. .. i .. 
., } . 

~ · .. ... 

. .. •'• ,, .. 
. . ·. :: . 

· .. , :. 

.· ... 
\ · .. 
:. :1·: . 

. "• ':. 
. . •', 

·· .. · ·: 

. -~ 

. .. -.~. ·.: 

. - , . . ~ . 

, .... . , 
·mp . ·:...·· . . ·· n: 

: } :·. a. - .. q+T,· .. 
J.DP. p - ,·,' 

. -' f(l/1) 
' J. 

' o ' I' • . -~~ ' ' ' ' , ~ '.: · ... •. · ·.- ... 
' • ,• ' o ' I ' ' ' 

N'J'C~.;p~~ · /J~eil' . ·.P. J:I(odd, ·. th~~ :· pr<?~.tict·'isan .. ~ _·. ' . . . . ' .... ' 

.. ... ·· _ .. 

, :: . : .. 
-: { · . . ' ·- · ... ' • . ·• . ·1 

- il· by ·Theorem l.l., . part~ A), C)i) . and Cjfii):. · . l'lhen· . . . : 
. p .-:· ,_ : . . '.. ... . . .. ~· : . ·-, . . ... . . . ·. 

.. . ·: . . .·: : .. - :. ::· . .-.. '1 
: ·. P ::= '2~ :· th~_--jirod~ct :is an. elernEmt .. of_2.z· ·_, 

Cill enie'I:tt .of 
·."! . ·· . 

• , . 

., . 

.· . 
.·· . .-

. : ; 
. . r. 

·· ·:· , 
•: 

!• • . • .. ~· \ • 

f 
t ; . . .. 

~ -· .. : 

"\ . ' 



. · .. 

\!• 

. ' ~· '.·· ' I 

,'J•: 

. , 
. : :· .~: ' ....... ...... : •. >, 

. ; 

.. ~. 

,· . 

. -.. 0 ••.. , · . 
~ ' • I 

D 
6 . 

·· ... 
• i c, 

I 
I 

. -. . . . ~ . 

. .. .· ,, 

' ·. ·. 

.... ,. 
' 
~·'• I I o 

. \ .. ' 

. , . . ; . . •, 

.. 
· .. ... · .. .. 

:· 

.... 
.: ... . :: : 

. . 
. ·, 

.•, 

. ._, , : ,· 

. ~ . 

.', •• 0 : 

. . ' . ~ . .. 
~- ·. :' 

If : . a ·. 2' . - . : ·P ;:: . . 
··': : . .. . .. .:-· ·. 

·, . 

. ··. ~ v· .., 68 ·-

· '· . ·. : .. 

' ... . 
-: . 

... . . 
'· 

. . ·' .. .. ... ,• 

. . ·.. . ·-. · · · · , : ~Ew) ~m_- __ ."· '2 . 
and · m :. is nqt_ a· pr_ill)e - ~ower, · . .then·. v 

.(Ew) · 
' . · ~ : m 

:'. 

,' .. 

and 

:·.· . ·' , ' ,, ' 1 I 

, • . 

··. II . . 
· 4m · ··.· ·· · · · 
. ~, ~- .. n-·.: . _NIJI C':f~); .-

.- m . Alf(lJI) . . · · . · 

• . . 
'!ri) his pr~~1J-~t :· we ' g~t -. ~- factor ·wh~ie' ·1/!· ~·::_ ·.i.;; : of 

• ; •' . • ; j · · :--. • • 

, , .. . 
. : .. :. 

.~. 

.. 
-~ . .-..-. ~: .:· 
·.· ... ' , .· 

.: · ·· 

•, .. ··· . 

. ..... . 

.· .. •:'./.:• .. .. 
' ·~ : .... 

t' ' • •• • •• • • , • • ': ,' 

.. ...... 
'. o · · 

. ' 

• .. ' ' 
I .. . 

.: .· 
.~ :. ·: . 

.. . " ' . 

.. ~:::.:;· . 
: .... . 

· .. 
._.· .. ··· 

·-~· . . : 
:/· . 
:..· · ' ·'·, . . . 

. ·:.·· " · 
, .. ..,.. ; 

.,_ . .. 

.. ·~ .·. 
-~ .. ·c --. . 

:.· · · ... . ·.· . 
.... '. 

. ~ 

, ... 
.i:·. ·' 

. .. . :..,; ···4 -· ··· 

.-... ' 



. =·~·~ ... . •,' 

-:~.- · .: 
. ·,. '.; 

c ' 

., . 
_.,._· 

i' .' .. . : . .. 

... . .. .. 
.. ... . . .. , ~. . .' . .. ' · .. . 

,,'• 

. ·'· 
. · 'i 

·f. :·. 
·\,· . . .. 

•.·· . : .: .. i . : . ' :. ~>._ .. ••·. 

'· 
... . ·. · .. ,(' :, .. 

, 9 :-.-

' I ' .' 

. \ ., 

·' .. 

. l 
. ! ' 
. ~ .·, 

., 

--' . . ~ 

.'. 

• " I 

. • 

.. . · .. . 
· .. '• . . ·_· ",~t; 

,, ... 1,: ··. ·. : .; : .. ·· '. , ,.~ .... ~,, :.- .• .• ·: -.· , .. ... : '·"' . ···,.· . ·: \: ' 'I''• · •• : • •• • . '0 .·. ' 

·.· . .. ' 
.. . . ·: 

···""' 

.. •. 

. , . 

. .. -· · 
•••• , t , • 

. . 

"'· 

. ,!~ .... 

~- 69 ., 
' .... 

, · . 
- . . . . ' ~. 

' ·. . . .· . : . . . . . 
. . · ' . 

. .. '., ·-·.' ' -~; . ~ . . ... ~- - ' 

'; · ~ . . : 
. . 

. •,: 

·, . 

. · .. 

··. 

. automatically .. in . h· · = (Ew)·· n .;_.·.'Now 
· · .... . . ::. · m ·. m m . . .. 

' . . .. . . . .I 
for :e~~h :· d~visor of -~ ;· ·,~hi~h 

· . •' . . . · .. " 

corlsistS· of exa'ctlyi th:fe~ prime~ 
···• • ' • · , I ' ' ' 

" ;. ' •. 

a, . b'; ~ . we. have . ~lie . charact~:r: 

. ,.· 
· .. , . -. ·, 

·· ' . ·. 

1jl =· ·y a'Yb Y.c . 9f·'"t)rpe.: B) i) .. ·· (See . . proo{of: L¢mma. 2~ 5 -abov~) -: · ; He~~~ . ·. 
·.the ;.integral .P~rf l?f . . ·.~m· .-~J:" · ·~·· -~· :pqr~ ·· : o,r . m =· 4p,cir. has .at. least . ·.· 

. ·.J~ ): -~ .. -~. · · 
- - ~ .. ~actors~~ ~ _.~·· -~V·=. 

'is · divisibie by .. 4. /( ·· . 

._ . . 

· • ....:..- ,• 

·.·. 
' .. . ''· .. . 

. . 
•.'. 

. : 

' . :· 

~ , J ' 

. . ·: 

., ' 

::r:t 
·~· ' ., 

. .. ;.~ 
. ,. 
.:j 

':f 
:; 

'i -· r . 
I· 
·; . ·' 

f 

' I~ • • 

-... ··.· 
. :_l, . ~--

·. · :· . .'· j . . .. · 

'.• .. ' . 
. • I . .: ·. :·· 

,' .. · .. 
I • ' I' , ' ' o, 

. . ·".- .. 
. . . . _. , · 

·· ·.· .. ·~ .. --.::: .. :· . 
. . t '' ~ • • • • 

• I .·, • · . .: .. :. ·'• 
/ ,' -

:. . \o : ::'• 

·. ~ . : ~ 

' I, 

: 



... .. 

' .·: ~~-- ~-: 
· .·.:. ' l 

I .... • • 

·.· .. \ '• 

I ·'~' 

( 
··.·· 

•' .. 

·.·.f: 
,· ~ .. 
. ~~ ~. ' ' 

' . . , : ·r. 
r :. . ' . ·x· . · ..... , ... 
l 

·, · : :· · " " .. • .. ', J o ' , • ' o l • ' • 

• ' ,. , . . . ~ . ' . ~ : 

- . .: . 
·•• . : .:-.: • .. •• :. : ·-~ :• ~ ·.·: •. ~ ' ' .. ~: . • : . ••• • ;',. • • .( ~-. f ': :j :. 

. . . ~· 
... .. .. :-
' -~- . 

, .·. 
. -; ... 

:. -· 

.. .. .. 

. ' 

·. •' 

.... 

.; 
, . .. .. . 

. . :. :; .. . 
- ' ... , 

··. . .. · ... 

• _.1 .. • • 

• , , ' •. 0 ' 

-. 
. : ~ 

... 
: .· ·, ·. , . . 

- : · 
.. ·,-

. ·.·· .. ~ , 
: • , . 

' . 
. conductor. .'·1.12 .. : .· .No~· . the :-ir.o.up. of .·~h.ara~ier~ o_i · .. ·CtJl7.2_z) * ~ .. i~· -~~c.lic ~: 
. . . . .· .. ·2. ' .. :· ~ .. -. . . : . :. · ... . ·. . . . . . . . ·. •. . . . ~ . : . 
s~nc~· :.-CZ/~7 :.ZfA: . i~: ·crcfi'c· . .es~~:-·~p~~to'! [. 2· L :~ .. ·209'); · . . 'i]lere,foi'e. ·a .. : 

. .. ge_~erat~~ ·. wl ..... .. of. _·the,. gr?up o?.c~l~I:a~·ter~ of .. ~h !~) *· .. inust 'neces~ari.l~. 
· ... ~ - - ha~e co11d~-~t,o~. ; ·-·~-7-~ 's~rke ··i t;.:·or.~e·r -'is :- lG•l'l ~: · ~ilrth.ei ,:· '>-w~ .:is·. odd 

sirice : Q· .. :··2 ., · 1~,' ~·omJ>ie~-; · .'Now, ,~t is · straightfor~~~ci ·t_o .'s:how .. t)Jat ... ~*,Y .. > 
. . . 17 . .. ' . . . . . { . : . 
other .odd -'primitive .th~;a'ct·er. with -~onduct6r·' ·l7; .. ; is "i~ ... ~lie -s~~e · 

' '! 

. : 

:.'··· 

· . .. ..... . 

I' .' r"J ' ' : 

·.i.· . 

. :.·· ... 1 . . 
. ' [' . 

.·· ;. . 

; 



-~· 

1. ··-.:- _· · .' :_ ':: 
. .... _.·- · 

,·· 

·.,. 
··' 

' 

. ·' 

. ·:·· 
l • 

.-: ; .. 
·. ·· 

·· .. . ,' 
··· .· 

• ,; r 

., . 
. , ~ ' 

........ 

. ,· '1' 

, 1 

, . 

-~ -- . n{~-vefo:re:.· s~nc~~-. \17 .2 3 :'• 

'·. 
' .. 

· ·;. 

··-
I 

·' -

~- .. 

. . . ' ' ;~-

! . ~-

;.·.· .-; . 
~··:. ~ ----<1 : 

-· ' : ,'1 

:-: .:: 

,, 
I 

·.:) 
·' 

.. ... 

' '· 

:·t 
.: ~-

··:· .. 

,. 

. -~ ·.. . . 
: .. ... 

· .. ·', ~-

, I : ~~·. • 

, •, ' .· .. 
. . ~ ' : -

. , ., ,, ·-· 

'•i 

. ·.·. -< -~.~- ·--. .' .. : 
: ·~ ·.-: . 

·,· ... : ( · :~~-
' ' 

-.. ·.· 

. ,•, ,. 
. and s·o .h* 2' ~ ' 1._ 

17 '. . ' 

NCiw;_we·. show that. 
I ~ • t , , '· • ' ;, ' ' , : • 

., . 

•' • ,. • • • .1· 
·.·.· ·: :1· . 

. .; 
, .:- ·. ·· -:·. · .. ·. 
I' . 

-:· " ' .. .. '': .. ,•. : __ , ... __ : ., 

' .; ' .· .. · ... _.· : .· ·-: 
,, 

' ' 
,·, 

;'··-:_·_. .. ... _ ... : ' .. ~ -- , . . ... _ 

_! ,· .... . , •• 

"· 
:- . 

.. •. ·: , .. ' . ~ '.' ·.-
~· ,I ' ·.···, 

·,,.· 

.· 

- 71 

- ~--: ' 

,. 

. -.; .. ,-. 
_(mocf n:. - w~ have ' 

~ ·· · -· ~-
._\· · 

', 

.,.·, 
' (moe!- _ 7) 

' I ~ ' 

. :. 

- l~e wil~ . simplify~,o~r comp!-irations 

•l .. . . 

. :'. ·:. 

then .::l{lhi,_ --(se~ ·Uch~d~.~ .. :: - ·. 

i9·1~ ';_ 

I .. ~ • 

' '• ·. ~ ~ j ·• ..... ' ,: . ,. . '•j ., • ·- •• 

, •::. 

:- . 
, . .. .. . ·-· . . . ·. •. -:. 

. .. -~ -
1 ~ ' ' • ' ' \ • ,.'' I I -- ' ... · .. ~. :_ 

:,. ;//:·: --~- :·.-: -· ::: 

,, · 

-... 
. _. 

I ~' • .. · 

. ' . ,. ' ~ .. '. : 
· ... 

~ ' .. 

·-.. , .. ·. 
, . . · ... '·' . 
'' ~-- , •.:' ' :· . 

.: .. '.' .- :· 
. ... ·····: 

.. - i 
; · . 

. j 
, . 

-]: . 
\ 

-·· .• 
·- .·. 

i : . 

_.-, __ 

·: ·. 

.. · . 
- · I 
· .. . · . 
, .. . 

. ·. ·. : ·: 
J.'•' . -·.· ·. 

,, : 

·· -



,. '· .. ·· ··: , .. •:. •.· .· .. _,··.· ., \• :, . ; ·. : , .. ·.·~ · ""' 
I ' -~ ~ .. · .. -· 

. .. , . 
·· .. fT··, · · .. ·· . ,-. . , ... .. ';, ... ~" 

. ' ' 

. • " I 

' ·r ~; .-: ·j·"";•::' ··~· .. ~- :·>·j.: ·' 
:. 

.. ,, .. ~....;........;.... __ .;;-

. ' .. , . ' 

·.·:·i .. . ' 
' ,. 

H, • 1 ° • 

~- · ;::~;. . i . . . 

' '•' 

•' I' 

:•;;:·: 

.. 
'' ~-.· ...... 

( . 
-~·.- . 

J_. ·.=. ' · .· 

. . ~ 

, .' . I 

·.·-i'- · ... 
-~ . ... 

. : . : _. ;.:. 

•': "·.~·.:--:.: ~-·" :: .'•::: ~ -;-: :: ., . ·. ~. ·~ : ..... 
' • I ~ ' o r • • ' : 4 :, ' • . \: 

·· .... 
',... ~- . '·· . . .. . 

: ... 
· .. ·: :' 

• .. .. 72 .:- -. ' . 4 , ·, .... 
·r • . • -. 

: ' '2·, ) , •' : , , ~~ , o; ~ , . '.. . . .... • 

19 ·. and hence. · E = .. 1 · (see .Hasse 
·-..· 

1 ••• 

··:_ . s~-~ A . -is im~&inar~ of: conduct()~ [10], 

. p. 68~·; Satz·_-~3),: . We ne.Xt · .. show that w :; 2. ··Any· .root -.o~- -_-~n·i-ty ··in · K' . 
' .· . .. ,. . ' . ' . .· .. 

:: mu~ ~- · be· ~\~ained ~n ·. _Q
192 

~: .· Therefore~ aru:. root . o{- '1 . in.' . K:· ., :u~t -~~e- ... 

... c6n't.#nedjn Q 
2

. -Therefore, any ro4t''.'of ·1 ., in K is a ' · 19. :.. th . ·· 
.. 19 . . . - /~ .. 

. roo't -.of 1. or .. the. negafi ve of i :_ i9~ -th. root of ':1,': : foixe'a :·by H. · ·we 
·. · .... ' .. . 

·l-et g .be · _a ·.pri~~tive·: root (~od: 19) . -~hich: is·: ~lsa ' ·a: p'rimitiv~--~oot . '\ 

: · c~~ci : i9~) . c~_ee· Ap~stol ~.·[ 2 · 1:. _. p •. ~Q~·). ~ · :The.ii : tn~ G~lo.~s g~~~p · .of'. ·.. · · 

. ' · . 

' ) , . ... . . 
·:L_·· 

. : ' 
i · 
I : , 

. . \. . . 
' · 

' . 

. ,. , . 

. . _, 
-i' . . ·· .. 

;..--. 

·.· 

.. ~ ·: · Q.'::~IQ . ~qui!-Ls -.<-o .lo .. < i . ··-< . 19· :··1~-- .n ·.whe~e a .:··:: .:r; -~ ;i·- ~&\. - .': :· >... -·:.·_ .. 
I ;, :·· •': . .... t __ .: . " .. -.. ·.. ·. T9 --:.,. . • . _:<·. :. _._.·::&i _ _. <. - ,~ " -~ - ·:··. •, . ' . ·,·,: .. ~ · .. --~~ . 19 .-. : .. - .i9 . /-. . .:./ .·.·· · 

: .. t .' .... ·. -.:. •'Therefore i .. ·.:~ ·· '7 :.{ <i __ ,~·si ro .. :. ~ . _i:_-~· ~ },; : ' ihe : &~.o.~u~ : g,en'eriit:eci. ~bf' . ci .3_8·~- : :·j~~- _···>: ... _.,_ .· .... . 
_;_;. __ """· .i--,l-'--. . . -'-:,.-:...:.,.,. .. -'-~-'-'--_ . · . ·. '.>·z·· : :& '.- .. ·- ·..... .-.... ·: --· ... :·· ..:- ...... n_. : · .: .: - -:.··. _..- _.._.:· g .. _· .. · --. -.·.·._. ·:. · .. .-
·:--:··':·· ·:::'\:':···· ·· · -·~·.-. · ·.· . so":·_for~ __ a,J:ty .-19 . -:t~ ·-):oot :.or ·:·tm_ity ,..~~ · K;_-····. r; · 2 ·..- say~ we _ha~e-· ·• ,-. · . . :'·: . : . .- ,_ . 

• i-. . .- : _.: · - . _ _. __ :::-: · .... .- ·,·. ·,- . : .. . ·-.-- ~·.: ·./· :-. :_ .:.· ·.:,. · .--_·_ -'~: .- ·'·:, - ~ - -- :· .. _ .• _ .... ... ~.:,·~~ - : '· .<:~_- __ ·.-· '. ·.::,: ... : .,·... ·· -:·>· .,.... ..::·:·._ .. 
·.;. ., .. .. ;_ .. _..:-' ·'·· ·;;.:-:-:::· ·.: ,. \,' . ·, · . . ' ci ~- :cz; ) -~= · 1; ..... _. . . ; ·· :•. ,·. ' · . ' . ' ._ .... . . :· · .· .. -:_.· .·_. ':· ._, ,;-. 
.... : · :,: .. ; . -,: '•. ,•. ' • . ~ .. :. :· . :-: .. . : :,"'g3~_ ; .. .- ig2 ~- 192 ,· ,. · ·. . ... .,.. __ __ . . _: , ·: . 

:< .. -- -, ' . ·:.. . ... - ~- /.::·~:: ·: .. ·:,_.·_<:. ·> .. · -:·::::~-- ~-: ~·-,·:··~&~~-~- ;~-:-r.n- : '_.·:~ ~-: .:~~- . ·. ~~ ~-ii~ ~1~ :.~~·\: .. _·:: ·. >·':__. .. ·.' . ·. .. _'t·/:: . - ~::.·~ .. ·.: . ··' . ;;::._-:_'. 
·:· -. , . .. ,. - . . ·.~ ···;.19•2 -····· tg2 ·'· ·· ·.··· 1· 9- 2 ''.- .' . ~ -: · _,_. .. .. · .' .... . . . ' ' . . : ~ . . . . ' ' . 

',' . : .'· • • ' ' J'o ~ ' ' ' ' ,.. •' • , ·"! ' • · .. ' · ·, ·· .' ., 

·' ' -' ~ . . · .. :.• . . : · .'1htiu·ef~fe,::: .. · 192 -ln(g~s. · ~-\)'. _ .. ·. B~_t.: l~ ~t · i~ ·. ·(~od ·.- 1 .. 9) -: a~~ ·--so · .. 1~~ ._-.:t i 8· ~. i: :- ! · 

. ·. ~ .- . 
. ·· .. · 

., , . 

.. ' .1.': ·· 
·: :: 

·-·: · .. .. · 
· .. .. · _. -· 

·,, .. ·. · 
' .'·• .·' · 

:_: _.·\ .. }_-·:-; 
,•. ' ,. 
· ' . .-··.·.-:. 

-~ ' . ·. 

·.· : .. . 

~ . . . .' 
' .. 

·,:_. ( . :·. n;e;e£J_~e,_~-- , 1~71n· ·:: -~d SO· _:· ·7;g . ,n -= ·.r;n ·. · _;: . i .· · Tiui~, · : tile _·anJj root(,o{ i_~ . , ; ~ .. '-'.::;·. ~-_:· . . : .. 
. . . .: . . . . 38 ~ - '· ... ; . . .. -· · ... ' . : . . .. : ' . ·-.·... . ( . 

-··.·>.in " K _.' ar~ :: · :±~-' - ·and so_- - : ~: ~~:·:~.~~92 . ::'· 192~ :· .'.~_.-·. - .· ·.· .. :.- .. · ·._:' ... , . .- : .. ·: , ~ .--· ·· .. . · .. . :·.:s·:-.. ~ · : . 
' .• I I • ' ' o ; o 

.. .. ~ · · ·· '. •· ·- · -. ··:.' _.·,· _ . .-(~o~--~i_n, ; ~pP,e'!di?'.-.: ·~ ~ . ·.·-~:e ~ .s~e -'~hat . :- N~·~~~i::·:~}-: ·. ~m?:~- ~~)_ , - :~w~- -~~-~e.>·_~·>·:_ 
'• . . '• ; . ••• . : • •, . . : . ·• · . . '.. 1: . • • : . . . ' • • . . . ' ' • . • ' -. • ' • • . 9 •17 . -·. ·-

- . . tli~t il1~':'the: · ~Q~J>~.taFon~~-'~9(· _ .N~ (Hljl~ ~ :.we.· ac.~ually us.~d ': ~ .... . =: X . ' .. ' 
.·. · .. .. - ·. ·, . · ._. . ~ · ~ . ~· -: ·.· :. ,-. ~--· : .... . ', .. . · . . .. · .. ~ ' . . ~ - ·- .. · • . 1· ·:.- · . ..·. ' . 

. : · ... -':._ w~ich i·~- ~n ~h~ .. ,s~e ~~bit_· ~~ -;_1/J)._~··.a~~ -t?-~t ; _N~i~.(~~1~r_.- ~ ; 2. : ~e-~~~~~~~:- .'_' .':_ ... 
· .. ; '·11*<i:. 6----1niod 11) - ··so .·h* ~ - i -·· and .' hen~e ·h.J. · · ·. {1. "· '// ·.- -. . '-'. : .· ·._ .. _. _. ·· . .-: :. 

... -' -K":-- .... · .. . :_ .· . . ·. · _ _. :··. K ·::: ,: "·';·:_ :: ) ·::. :;·-_<::; .. _.: ~-~2 ::·;:· .. ·: .-.. ; . .' ·-...:·.- :.·: . .-: . . · - ~~_(_:~:, r • ._:: . . • · 

. .. . ··,_ .-:: ~~~ie·~ __ ;-~ ~·;/_ .. s~p~~~e-~th~t.' ·11\ :t ·z'. .(mod 4)'-. ' ,Then · -~* : _:.' ·-~,.--~if ~~d ·only ,· : ··.:· ,) ,, 
:;··. . .. ·. ·. . . . .. ·:··. '\< .: ·. · ... ·· :· ... ·._:. . . . .-· ... : '; .. :" m.':.>:··. ::-:·>< .'. ·· ·.' :-·-:_.· ... .; .... ::-_.. ... .. 

.. · 
' .. 

t . 

.. · · 

·- :· 

'.' t , 

.... · . . · .. 
. ,' ·-.. · :1.' ~ ·. ~ -- · ._.:; ;:~·-._:<:· ·~: L~--:·_~~ -.. :;: ~·:~·- _.4 .• ; ~ ~ ·- .7 ; . ~_; - : ~<-· . 11; :· 12 ~-/ ~~·-.~- /~j· ' 1 _6:, 1!.~ -}~ ,; ?_o ~ ·-21-,_:}4·,.-, -~s~ _'.'~-:.~: ..... _-~ ·:: .·: _.;_: 

_. :. __ : .. -~ ; ·.: ·_.,.2_8,: _:· 32\3.3 (~S:. :·3~.·- 40./_-'4~_-. · ~s~ _ -_4s; -_6o, or. .. : s_4. __ ··: .Y· .. :-. .. .---· .-:-: ·-. :--; .'-:· ... _. · : : ;~ ·- -. • _ _. ... . _, ., • ·• · · 

" ~· , .· :,-:. ' .. .';.;. ,. :•-<;;:. ~/- -· · ... ,.·.': /: :::·\·.: .. \< ·, i::: · .. :.: · ... '·C:·-·_,:;·:;:>:\-:· . :. ·-::: :·.:·., .. ::: <~: ,' ·. · '·: ·:-:<~ • •. .·.<·· .. ".' ;_:::::;·< • 
. ! '. ·. •· •. -~ ·.::~,;._. . · . · ·. ·.: · .. - ' \, .,,: : ~ \ . ';" ... · . · .. · : .· . -::~.:·· . ··, _:: -~= :.: ·:-- ... : --·-: .. ·--.'_.···:··.··._ .... 

' ; :' ' ' • • ' • ' , • ' ; • • ' , ' • • , o,' ' • • , ~ , ' ' : : ' •' • •' ' t t • • • • / • ,' ' •· I • ' • 

' , • ' • • ( ~ ' 0 • ' • ' ' ' • ' > • (• •.' '•:' > - , • .:• .; .. ' • ' • ' •' • • ' • ' • ' ' I ' . , 

·.·· · . ... .... · .. : :. ·;< . · ~ .. .-:··· .r··· .-· · ...... ~·-·: .. ·,. :·. · .~-~: .::. - . . - . t • .- ·.: · · · :·:·.·.·.~ • • :: -: • •• • • • • • • .. 

• •·· . · l : ', : -· • ·:~· -; ; , : ·. • · • • .· : . .-· . • ( _ .. · • ·• ..... ·.:~ · ... ~_. ,::_.._. , • . : 
1.'-: ~f ' . . . . ;··:-_'_.:~. · .· .. ·.· e·::_.· 

J~ • . ·· l . •, ' • •• • ... :' : , " • ..·, · . ·• • • :~ • .• • -~. • ' • . • •• :.:' • 

. •·.· · .. :::·. ; . . · ·: ._. ·. ~-,· . : · .. ~ ; · · :·' ..... .... ';-·~·.- :· : · : . ··~·-.. ··.: : .·.·· . ' .. . . 
-- . ~--.. :: .... ~ _. , :·.-· ·· . .-: ~ ... .... ~ . .. .l.: - .. 

' ...... 
.. 

~-· 

i· , 

::· .. 

·.•·· / ' · 



' ', I 

'· .·. 
··: .. ' ' 

' ~ ·. 

. J 

., 
. , 
-; 
' 

·, : .'1 . .. 
'·· . "·l ; 

. .. j . , 

' ·. ~ : , ~ : 

·. ~ : 
, ' . 

-~ .- . . 
' • . · . . ~- .. .. ... ··.- .. 

' . ' ' ' . ' . ' . ~ . '. .· 
. ~ ·~: ·. ·.: ...... ~· :·· ·"· ·~ . .. ::: ~ ~ ~. :::~ ·: ... -: ··:.: . . s·.· ·: ... :· .... · ... : · ·~· .· ~. . :' .. :·~ -:: ... :~~:: . . . •.. · .. · ·· .... ,. .. .. · ... ~ . : ... ..· . ~ 

.-.·'('. 

_,'• 

. -
·"' 73 .· ' 

·; 
. . Proof :• Corollary 2 ~ ~; Lel)lllla · 2. 5 and 'l,~~a 2 .. ·6·. snow that if' h; = 1; ~ 

- . . .· a1 · ·a2 · a · 
. _ :~en:~, In =-.Pi P .i Pi~ · .. w:hez:e · p1, .. 1>.2_. _. g3 1!-re p~imes ~ ·19 ~rid . a1, .a2_. . 

, _a
3 

--~·re· · _r:on~~_e&at,i,.~~ ~ intig·e;:;. ·: Pu~th.e:r: • . ·Le~~ ~. 7 ~_sJlo~s th~t · · ·· · ·. 

p:~ ~ -J_~; · · ~- _-.1, ' 2 ·~ .. 3. :-··Now .for . m · of this ' t}'l'e\<iit~ . ~(m) ~.~ 256,. ·we 
., ' 

can us~: ·the·.·.tables.·' 'of Schrut_.ka· ·'[23] or. Appendix_·. A. ·(if to 

· . _' ·~.fi-nd . . h~ . . · ath~r pq_s~lble .Ci(l~~s · for. m with_ · ·~(lJI) ; .256 : can' be handled . 

:_. _Q:; · :b(_u$i~g g~~-~~-~~ ~(L-37) :~nd ·Theorem . l.l .. (S~~-~ - :(~r:cxample, the . ··; 

.. ·, .. ·.·,_ : ~~~~~la{i:~ms . ·i~~>.h·ij· .· ;~c. :i~ _t~~;P.~~~: '6f )ne~;~·in :~;;·2>,') _ By. t~iS · :. 

· . 

J 

./· 
I 
I 

··; 

/. 
... / 

j 

.... ( 
I 

I . ' ~ 

.. ' .. 

' - , •, . . f. " .... - . . . . . . . . . . . ,. .., . . .. :" .. ,. r I ,·., ". :·_'; Po·~.~-~ess".: .w-~_l~a,ve · ~vi·: ~~~.~lt :-.. .. !/ : ·~: ... :' • •::····. ' ~-,: • •.·. ' ·.· •' • • ,.· _. .. •.: " ,; .' :. · .. 
. 

:_ .: .;;_~1 .• _}._: _ .. _. ·-: ··. _,. .' ;··· ·· :: ·. . .. . · ·· .· . .. , ' .. : ··:·:;; . ·' .• . .. ::~·' · . ·. :.·· ·. 
••• ... ·~·-,· • • • 0·2·;4 ~' ne.tct~iri.ati'6~ ··_.of 'h'+ _·:··>>.:' :·: ~ . ..::\ . .. :··.·. .. . .. ... . ·.:· :· :·· :::. ~ '.<' ·.·· ·t . 't • • • ')' • • • ,. ~· • • • • · ,_ , ; •. : ::· .-;: ~ .. / . ·.· ' • • , . ' •• • • 

. ·f.' · ... _ .. : .. ~~~ - -~~ .. :)~; ;, _ .. ~~-· ···. - ~~: . . . :, .. · ..... :_ .... :'·.·· ·. ~· : :·· .· . . _. !' •. 1.·.· . ·.·. :. ·: : ·:· ·· .. . .::·· ... ', ' i , .. ··• · ': _:.~.- -: :·.· 
··:· . f:: .. .. .: .. .... ·,! . . - - •• , ; . ...... • • · . • · .• . . ~l :- ; ·. , ,-:· · -·~·-•• · . . • ... .' .. : :; '• : - · ·. ' • . t ' , • • • ·::~··: _ • • ·' •• , • • • ·'.! ·. ... . . • .. · 

·<·:·~ .. ~J ~>.- ··_· :. :_.·,·· .. ::.':_;._:._ .. ... _:-:_~·· t~ · th~~: ~~c.t~on.; ___ we_.'d_~~~~~i~;_ th~s~ _c)'~loto~;ic/i~~~ ~s.~_wi~? c~a~_s ...... ~ . ·. , . · . .. . : _; :: __ :· 
. . ·. .. . .. . •·. . . . ' . . + ; . . . . ; . . ; ' ... . . ' . . . . .· . . . ·. ·.' 

, · .-' :'· numher' ·o!'1e '.by .. · ~howi!lg : that;· h = -l : ··'whenever . h·* ·=· L ·, · ·· ·: · · · ···:·.·· · ,· .-.· ', /.: ... 

. -.--:;)_, -' '>:. · .. :p .-;. '.~ .. ~~:~--~ha~·~,---~~·e~ ··i~~- fo,~i~~:~i L~nmla~:<·, ·. · .t ·. ~-/.'-.-~ ··.:-~~:::~~-.. ·· ,-·.":.~· :-: '-~-:~. ~ .::: ... -~:- ~I :: 

. : .. • ~ \ . ·.·. ' : ,' '·• te;;;.': 2 :~ -· .--~~ { ~. · a finft~ .. ;gebraiC. ~u~be; #~d 't/K ·, ~- ': : : ~- ; · •.• t·:· .... 
. • . .·; .....• ···:_. : • ~. ) . :::o;:i::t:t:n~ :i<:::::~.~ ::·:::o£T:e:ri:~ ~{~on:;:~s ep ;::; ···:~;;:Y •· ·.·· .• :. : .• :"; · ..•.•.. ,· 

. ~ - ~-- . . ·hk · a~d. ··.hL. _. ~re . t~e.'. :~.las~ riumb.~_rs · _of.-_ K ' . . ~~.a. :· L'; ~ re~pe_~-~~vely·. ·. _. . .· .. ·.. :···. ''· 
• ~ ' ' ' • • '. '·. •• ""~(; •, . ' . • :- ~ : • ,. : '. : • . ':.. • ' ~ \ ' • • • • . ·,' . • • : . l ' • • ( • - • . • • . • ' 

• · . ... · · i ·. · · •. •. , ·· .·Jh~s :15· 't}\_e . c9ntent·-: pf -~'J;heorem ~ and 4 of _Yokoyama '[27]. : .. iw~sa~a .' .:· . ·. : ·· :· .. · · :_.. ·· 
. . . ... ;., ' • :.; ·.: .. ,' . . ·· · .. · ·-'...: .:.' ' .. :.,. ::-~~··. ::.,'. •, ;·:·.·: .. . ·::· · ·,.~ ' . ·· .... .. ~· ,· ........ . , :.·, , :~.· r ,_.', ..,.' ·.~ . ~::,I·· . .. . 

. , · .. ~.: · · )12l-es~~blishe.~ _:th'e spec.ial .. c'as~· ~of · Le111]ll.a_· .2,8:_. ·~~ :w_hic~. ': I{K ·_>is ~ ·a .. :··:. ·.'·'t ·' ·'', ·· . 
,.·:. :··- ·.· ... .. ': ' .~ .. '·. · .• :· · ·. ~· ·;:· ·~ : · .. ... · '. ' :,. ' . ·. ' ... · ..... ,. . ~· ::. . ~ ........ ... :···'. ,'. : .. ': .· ,· .... :. ·. :.. : -: ·, ' .. . 

; .. . _. . ., _ _..-:: .. :cycl~ ·-ex~ensioti . a.J1d . the. ' rami.fied prime is; fl!lly _rami~i~d·~· - .. We qmit ' the . : .. .-.. 

· ·. -~.: . :·... . -.~ : . ·/ ~-~o-~£:.i ~r.· ·:ifi·~~ .· i~~~- ~s,. t~~--~~-~h~4~ :. ~~~X -~~:-.·-~~:k~;~~a · ~~e .· h~y:~ii~ ~ :t~~< · ·':·_ . :: .-
. ·, ·. ·:· .. ·.·.?· .. \:~--- ; _~~~~~ · ~i. ~t~~-f~~or~·< ,_._.: ~.-.. <.: : .. ·····. :· ; -.. -:_·:·.: · ;--~- .>u·;: ... :: ·:· -- ~ .. _:_· .: ·-.::. · ·. ·. · ... ·. _,· :· .. :. ·_ .. -- · · :: ·· .;::,:_;:.-.. < . • ~ :_: ·: 

. ·• , • • , , . . : , . , I : . ·. •· ,:.:- . • • , , ~ ., ,. ' • . '. .• . "~ . ;·~ -< .... , ' ••• , : · , , r ·./ . . : .> ... ·.>< .. ~. · __ :. _ :·:~- -;-:·. ?'· .. .. : ' :·:,.:·... ··- ... ··-·.-, ... ··. ··.;,, ......... _:_.,. _:· .. ,·> ':• -.: ·· . ' 

; J. ·, ;; :.· ·_ .. ·· > ·J:",,_;:::: •\ .,·:. > :_; ' ... . .• ' ' :}_- ' ... ' . ', ·•·•·• ·.· .. .. , .·· .'( 
.:·_,.. __ . :·------: .· ........ __ ·.··::: :, .. ·.-:·, ~_;·~\;_ ... _ ·'. )>/:·:<- . .';_. -·.· .. . ·. . -~-~ :· .. ... ··_.-.. -·_. ·.·_._._-. __ :_'_,:·.···:': .. _-.· __ :::~~.; ... _-_·_:._-;·._. ·.:, · _,' j\ ·, .r.; ·: .. : .. 

. . : . - .. ,.-·. ·' ; ., ··:· . . ~ ;-.>.-;:.:_,_f_< :·,:_·· .. :·:.·_:::: :_:.·:_._;·_:,_/;_· ...... :··· ·' ': ~ ·.. . :·:,.·_· .~·:::· ... \ ::. __ ._: _·_.· .:· 
:·· ; .. • .. .. , . . · . .-... ····\ .' <.:):~·<·< · , · ·~: .··:: :.~-.~- ~·::.;:·,.,.-~ :.:_. .. :--·:·.~ .. (:-.... -~:·· .. 

. .'• 

._., _., .. 

. J·~-· •. ; ·:·~ . ;, . ' . ·, ' ;· . 

. . . ::::~!}i:~:f.!.~:}:~20~Ji~~f,;~}&tt'~:::::-:_~~~:,;-.,: :~:,- .. :.::. 



·"L ·.·-·-· .. ,· . ,:: /': . : ' . ,' . 
.> . ' 
- ~ .:. : . . 
• • ' Y, • .. ~ !.r: . . 

I,~ ; 

; \~: 
. . ' •' 

~- '. 
· .-• 

. \~- . 

_,._ ,. 
·.' , ' \ 

· ' • 1 ·. 
! • 

:\ 
'· , . 

'' 

-·: 
. ·,. 
:: . . 

t ·c: :. .... .. - . ·-~-- . . . _, ', .. 
.··· ., 

. ·:_:.:.· 

• . 

'q ."-

._,J 

'•, ,· ; ._ · .... 
_;· ;,. .. __ •. / ._ .. ... 

- . ... . -~ . 
lo 

. •., 

~ ' ·'. . .. -:-· 

·.· 
' '· 

' ', 
. , : 

.· . 
·' ' 

(2~ . 2) .. : and ~ ~L .· .. ~rid 
. ' -::· ... 

.~es~~-c-
- .. · 

type h'· . K 
.. 

a'!ld .. _K, 

·:.ti:vely . . Then .. ~[it~ .. impqei th~~ ' p ' divid~s .. tpe. clas_s TIUI!Jber .. oi at · 
·•.. : ' .. :. ·. . "'~:- . : .· 

. Ieas.t . one· .. of the.thre~ . p-~oper":: i~terinediat~ fields betw'een 
' . . .. · .- L ... .'and 

I'• 

'-
• , 

.. .. 
!-~- • •·. ... 

' ~-

•, . 

/ ·: :..: .:..,: · 

.J . 
-: 

-.; 

·.:I, 

,, . 
• .. . 

''' "' ~ ~ .- .. . . . 
..._. ; ... - . 

~- ' 

\ 



· .~ 

-~ · 
·' .. 
• f : .... .... . . . . . 
. -:: ... · . 

"' ' ,·: .... · . . 
-1,. •n ,O '• . ::,. .. 

~-~~~ ·~ • . . . "'{-:~,·-. . :" 

'. 
" ' 

"' '·-::· .. 
'~ 
·'· · .. · 
-~-~ 

, ' I "' .~ . ' • 

' .· 
~ \. 

' ·":':'·,'.· .. :;: 

. •, ~ . ' 

·• 

.. · 
' . 

. . ~- ... . · •, ·· :. 'D . ... .... 
" '' 

:- : 
,• ::.:: ~ 

4 ,, I 

) .. : ' .. 

... · 

. ,, 

. ,:-· 
., 

·:· . 
. '•i ' .... ' · . . ,. .·' 

-~ -
· · ;~:.-· · ~ .. ,. ·: \ ;.: :· ........ · .. . · ~ :. v .. : '~ .... 

.. ~ '· 

' . ~ ·~. · .. 1,, • 

"• 
' ' 

' : 
. ~ ·. 

.... ... · ·r .. , .. 
. ·· .... . ~ 

' I..,.' 
·-:·. 

' ·. :- .... ·: · ' tJ · • . .. 
- _ "75 - '• ' • 0 ' 

· .. . ·· .. 
.. ·· ' .. 



, . . 
•'. 

' ' 

. , . / 

.. ,. 
i . 
. • 

- ' ... ' . •. 

t, , 

' .. 

. : 

. ;: .. 

r 
' .. •.' 

' · 

.• ... 
. , 

·l., 

':q-

' .. 

. . ··~ . . 

I . ', 

... 

.. ,. 

:r 

.; . ~ •' 

. . . 
• l . 

· ·: .. . 
'. 

. I 

.· 

· . . ' ·\ , ,, 

... ... . 

·· ,: .. )'"" 

. (l • ~ • ...,\. •• 

"' . ·. ' ,. 

,. 

· ' 

, 

.... ·. . . 

. . ·· 

... 
' ' • ... ,. ...... - . 

\ . ~· .a .. \ 
.. . : . ·~· . ' 2 ~ . \· " . ,. + :.. 
· in · ~~0, ·. then b .. ~L ::: b . _is. pr~n~i~:\in : S~~- . ,_,.Bu: S1\ ·. has odd. 

otder 'and so' b' i~ .prin~lp;,l in ' s~· -... ·. -~~nee', thi~ 'restrict~~"· . is . a 

mcinOil)O.rphi sm • in a s'imilar 'manner, w~ olttain . embeddings · 

. 4 • • 

•· - • < 

<:! A . .. ,· 
·:;(/ '·. 

8 ) .· ... , . 
. ., .. .. .. 

•• J • • 

~ " .. 

. . 
... · . 

' . 

i · 

, - ...:: 

·. ,. 

• . . 
( . 



. ' ' .. .. . , . . 
. ' • •' . ~ ~ . ' , I , ,. _· ... r.·: .. · .. _ .. ,. .. ' -~ ~.- : .. :._ ·.·' ' .:. .. .. .. . . ., h ' .,-; • ~ 

.. I • • .. ··· .. , . '. •. ,..!, .. :' . ' ... : .. -~ •.: .. _, ' -· . I -:r:r 
·~· ' . . . . -. . . .. · .. 

·, . 
.'. ' ~ :.- ' . ... . f.. 

. . :1 
.'I • ,' 1 J 

· ~ ;' . ~·':.:t ·, 
' ' · . . · •· "'-

r .• 
,· 

~ ' ';(._: 
p ,• \. ,. ·; 

. · .... 

. ~· . 
.; 

-: , , . /it 
' '/ 

~ ... 'l 
... , .' .· ,o •• 

' 
.. 

,• : 'I 

,. ,'.,.i 
· .. · I ( · , . . 

. . ' ' . . . + . . ' ' ·. \ ' + . : . ... ' . .'~ ' ., . 
. . .. , .-. _"WJ:te_n, . ~ is cyclic, . we . find th~t . hm = . · ~ , from c·~·mp~~ations of : · .. · . . i 

: ' ' • • •' a •' • \ I, ' • •' ' • ' I ' · ,. ': ~ ' I ' • • ' ' ' •l,. • : I i ' 
:, ·,. · · · Bauer . [ __ ~] (s~e App~ndi.x : C): · The Galois grc;>up _G of. ·Qm · .. is · (Z/mZ) •: .· .,; -. ,. ' · .' · . . 
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'' . .: . 
~ 

ct ' .' _., ·_. ' •, , 

• . . ' 

' ,' .. : · & 
- .. ,;. 7i . .;. ·- ' J ·.:. · 

.'t• 

'\ 

' ,· . ~ ~ .. :_· ... 
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... ' " ' . . ' ' .. ' ' ._ ... 1, , • 

~,: , ' ·+ . . + ' . . ·. . • . . . . +. . + . . n . . . . 
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. the_.Galqis grinlp' of · ·~;S/Q;. ·rnu~t-~e; of _ tyP~ (2, 2). ; ,we · cad · ~h·e thitd · . .. 

. . · -· · . . pr~~e:r irit~-r~ediate· fie.ld : F 
4

g.•. 'and,- w~ h~V'e . the fopowing .- di~gram wh~_re. ·. · · .- · 
. /, . . : . . . 

. . f . ' 
. -· -}. . ' 

:_ . /Q48 . · . .F 4~ , _is· re~1 with conductor 48 . 

· · · /~: .· ,.~ ' .. , ,:; we_ noW ~·~ to.ft F4g i• -cyclic 

. . . . :_.·._· :· .. ·.Q_.I6A·. · ·: ·· :_ 418~·· . . _·;, Q;~4~·· . _._-~:·.· _.-:.-· · .. ·· .. ~ver. _ Q: ~:e ~aloi~ : group H:····· -... , 1} ,. 

•' +· + '•, . . . ' .. 
• 1 • ' · - · • · · of. Q48;q8 are thOse ·e~~me~ts. · 

., . . ·: .. ·. . + .. . ., .· . . . -~ . . . . . . + . 

· · . . Q8 . . . QJI6'/6) Q12 ~~>f.th:e Galoi's -group ·of .Q4iQ. · .. .' 

·. I 
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. ,;. ·.·· .. . ·~ ·. -~,: . _ · • : . wh~'ch · fix . Q~!- ·_usin~ ;.the fact · ... · 

.
. 't: . \ . . ' : -~ -

.,.. .: " .. • . · ·· Q · . that~ Q; ~ Q(r;
8 

+ .';
1

) = ~--

:1 : · . ... .. ·.·: r' :. ·. :_ · ·. · Q.(r;:
8

· + r;~~). ~e see that . · ·. ·\., 
. ;. '\,• , '\, ' ,fl.' ' '\, 6 : : -6 . ' l02 . -102 · I 6" ' ~6 

· .H = {1,. 7, 17, ·:23}. For. example, .o
17

Cr;48 + r;48) = r.;48 + ·t;48, · ~ r.;48 .+ ~48; 
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_ _sim}1ar 1» \ t:~· Galois GroUp H: o: Q:8ftl~6 are th•• e. :1 •-:n \ ,of" ~ . 

wh.i~h fi.\ Q 16 .. 11n~so H' = U / 17}. · _Further~ ~H:. .. ::: {1, 23} \Jhere·.· lt'" ... · ··. ~·(· :"··: ·_. 

·. is th~.- ~alois group . of · Q~8/Q;4 . Therefore, the -Galois group o.f . . .. :·. . . . ; . ,, · . . , 
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· · : · ... L · >: . _ Q~6 . and ·. Q;.( .have cla~s number '{)n~~. no -~dd .pri~e d1vi4~S. .. h;-8. 
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h·+ · .:for. m = "'~4-~ 40, 48, 6'0 and. 8~ ~ · For each ·.of ·m . . . ·. . 
. . :r_ 

th,ese - ·m let md:· be the · lal:"ge~t_:-odd divi~or of ·· m.· Th~~ · ~~~ · and 
...___ . ' . . " . . -. ' . ' . . o .. ;. o:~~-._ are Gal dis .· e~te_ns~on~ ~;~hose degrees_ are p_o;.,ers o£ -.· 2. ' In .each .· 
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. .'an ideal in . 'Q3 is'· prime and' .so :~h~~ .prim~ is :;~m~fie(i in Q24/q3 . 

· How'evet, 3,· _as hn ideal - 'i~ q24 : _ eq~al·s ...._ (p
1
P,;)? for -: some .p;rime ideals · 

-
' .pl. -_ ~nd .Pz_·_. -~nd.-~ .. a? _a~ id~a~ . in Q3 ~ . equal~ y}. ~or ·s9,1f1C prime. 
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id~a~ :. p.-.. , Hence, 3 do~s no~amify ;in ~24;Q3 . ,:,,Hence, 'o't-LeiJ\llla . ~.s~ . 
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int~.g~r .-r_: su~h ,that 2f ·· ~ ;, 1 '±· .. ~:-ci~ .. mo)· ·. is·. 
- ~(mol 

-~_:<> .- : .. 

a,nd so the 
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i d~ar ~en~rate!l by.' . z' . in . ': ~ .. . is prime. ove: use' :}ler_e the' 
· .... · .. ~C~~J .. ·r - . ,.o ·· -· ... ·.. .. . . .. 
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•• • ,J ' 

- -·. , · inertj,'a:I'·. degree . ~~~ -- ·. g·: th_~.:-~e,c_omposition · .num~et·~ ) :- ·.· Sin.~~ ~hi~ :: i;··t~e:· 
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· tfieri·> h*· = -1 but h = z· 
. · ·. . ,_ K. -: . ~ ~ :K. 
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