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Examples 
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~~om now·. o'~ unl.ess otherwis~ specified, ~unctors will be ·covariant . 
... . . · 

,Proposition L 1 .:_3: Let · T · be a fUnctor from a category ·c. to a-" . · 

cwtego,ry V. · Theri · T maps ' iso~o.rp~}.sms ~n. ·:c. ·~o isomorphiSms 'in p. -~ 
J ' 

' [ 

.Prqpf: · As·sume. that ·T ·.'is a cqvari'ant f~c~oil. (the ··argunient i.s . ' . 
' . , 

siniiiar · fo~ _'a .. c?ntr~variant ·· functor). . Let f : x '+ Y· b.e ~n .isomor phism · . . . .. • ' 
. , .· . 
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· .. ·>.oELEMENTARY CON,CEPTS IN HOMOTOPY -THEORY ·. 
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'J ' : , ..... 

.f' 

·-

' ... 
. ' ' ' ' ' .' ' , ·.. ' ,: .. 

· We_ 'Jrecall the fo~ l~w\ng points ~rom HOr.10T~P:X:' ~EO_RY. 

.. . .. .. DrJ' lbfi,nitldn .. l.2.l~ A 'TQPOLOGICAL PAIR • (X,A) cons~~t~of ·ato'poi?~_c·al · " , 

· ,. ·~ ,,sp~~e . . ~ ·. ·and a s'ubspace . . ' A~X. ~ A: , is .emp~y ," ~ .e _.: -if ~A = $·, . we ' 
' • ' • • ~.. • • I ol ' 

sha'll not distinguish between the •.pair (X,$). and the · space · X • . , . 

·r . . . 
Dcfinitio~.l."2.2: A map f \.CX;A) -+ (Y, B) bet~een ' pair~ i~_ a 

'•.: ~ -~ ..... ! __ ..:_ ,f .• . , 

f(A) <:: B. · We, wril(e' .f~~- '· 
' I 

. . 
·.-

corttinuous f:unction · f : ·X such that 

for f restricte~ to · A,· 
... 

' ' 

· Definition 1. 2'; 3: Let ·x, Y ·· -be . ol?je~~~ of Top a~d :-· {ht.,} ; .· t> l:>elonging. 

· ; to I,. the unit interval, bea f~miiy (;f maps'. ;: Th~ · family {h :' } · l:,s · 
N • k · · 

' 
· .said to be ~onti~uous. if'and only if the functl.on ·H :·. X~'I +.Y · 

defined by - H(x, ~j = .h~· (x) for aU ' X in' 'x; for all .. :t . ~n r; is 
. : . . . .. . . . "' ·, -"' ... 

continu6us·. · .A continuous family_' {~t} ; ' _Or eq~iv~fently .th~ ~ap . 1-i · is 
- A . ' . , •· , 

.'usucrl-1 y called a 'HOMOTOPY. :. 

map 

~ . . ' . 
-- ~ • .. ~ . 

. -.Let . f,· g : -~x + Y . be ' ~~~. We . .:s~y that'· ·r "is h~motopic· ~ 
. .' ' . . 

g, _ denoted :r ~ g,. if and oniy if' t~e1;e exi~t_s .. ll confinuous 
' ' . . ' . ' ' ' . 

H : .Xxl -~· Y· -~such that .H(x,O) --~ f(x), :- ,H(~',l) :~ g()CJ'~~ r we ·wr~te 
1: ' • ~ • 

' · . ··, 

.' ' 

-_.~ _ .. 
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"·.·.· __ H.: . f.':; g ah
1
_ci sa~ .that r~ f \__j_'s , .. ~~nt 1~uou~ ly · dcf~r.m~··· .' i~ito' g. - .. r ·J · ·. 

' · Propo,:ti~~ I :~.4: Any ~o map• f, g ; ~ RN ['j is Euci Idea~ : 
. /l .-

X into. Euc\lidean._N-:~cc a'rc homotopic_. . -. . :.:.- ---N~spacef...:._:from a . s!'ace ·· ·' r · 

.. 

~I 

\....... ' ' / ' . ~~ · II 

~ . i·. 
Proof: · \~e.simply UM'ine . H(x~t) :;·(1-t).f(x}+g(x) for aU .x in 

•0. 

t 
• I 
1n r. · II 

. .,.;- . / 
.. 

· ·/. 'I 

·.· ~rop,osition: l. 2.S: ·The relation "' bet\~een maps of x: into ' y 

J' ·an equivaience· relation. . ,. 

Proof: · We prove ~he' -proposi t io~ 
. ' -;, . 

}'ropo?i_tion 3.1.2. , ·
11 

•' ,, 
for · a .~re genera_l . case · in .·. 

,· .. "· 

· ' 

is 

Jlt follO\~S from the ~bove proposition that :the map~ from. , . 

· X to y . are .div.ided into di~Sjoi.nt e'quival encc clas'ies aalle'd 

HOf.lOTOPY C !.ASSES. 

-----
Deffnition 1.2.6: T":o . maps f, g: 'tx,A)-+ (Y,B) 

· maps ,of pairs .if. the~~ exis~ ma'p .' 

ate· homotopic as 

F : . (Xxi, Ax·!) -+- (Y,B) · 

·such that F(x .. _O) f(x) . and .. F(x,l) = g(x) .. Note that · this says 

that in · continuou~ly deforming -f into g, it is required that- a:t .. . . 
. each stage: "(e_. m~p A into : B . • 0 . . . 

~ 

. ' 
To illustrate the differenc~ between 'maps b'eing· abs9lutely 

homotop_i_c and holn)topic as maps of ; pairs~ consid_er the following: 
• 

Example 1. 2.7:' Let . · (X,~) 
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Definl tion .1. 5. h · Let · X, Y .be topologi_cal. ~paces an·d · let · . : . ·· 

:. Yx· _= ;,t~~(X, Y} d.~n~t~· -.t~e-- ~-~t: ~£ .a_~l-. ~ap~,.: ~rom.·:.- ··~- -· tci · Y . . F~~ - _any 
two sets K '7. ~-•. U c= Y ' let: i:fap_(~,'u)"· d'e"'ote the _-·subset of 
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where : eu = p is the 'factotiiation of p throu~h the mappi~g 

track .and . u"' is a homo top)' i:n.yerse ·for · u. ·.· - . 
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§3.1. 
·, . 

GROUPOIDS A:'-!0 FIBRt\l'lOXS OF GRotli.'_OIDS -
De·fini tion ·.:s·. 1. ~ :· A groupoi~ . G- is, a sm:fl'l' cntC'gory i:il 1\hich-

e~ry morphism is an ' i~omorphism. 

The follm\'ing :ire ·~xamples of groupoids': · 

i) · o .. 
. 0 .. . ·, 

i~) . o~·o . 
. . , .... _. -+-:"' 

~ - ~ 

caUc'd cD 
.·, 

. '• 
•(j . . .. '• '' 

. ' ; . . •" 

44. 
,lfll!l"' :. 

I 
• I 

' . 

.... : 
> • .' ., 

·.· 

:iii) any group , G . l~liose ·. ~bje~-~-. Js .·. c· ..its.elf an~ - 1¥o.~e 
·: ;-. .. . ~ . :- . . . 

· ·· \ •. 1, m~';_-n\hs:~~-·_a~- ~ :- ~he·"~l-~in~ntsof. ,._ d ... ,.·~:· ·._:_ . . ·.: .... ·:· ...... :_ .. .. 
l ,· ,.<; . ' ....... ~- • • ~ · ~ • • • • • • ' ' · ••• - • • ··.: • • ~ • •• 

·' :·· . 
:.· .·· . 

' . ·' •' 
;; , _ ·i~) _ ·. ;_((x;x~}·-~; · ·'{y:,Y.o)) :.· ·,"ho~s~;qbj·_~:cts·.~-r~! .the ·set :.o:~ ' ':· .... _ .. 

, : .. · .... ~ · - . . · ·: : ·- ~~:··~-~· ·,; : ... . .... · .. . ;!: ... !: ... .. ... · ·-~-~~.:· ..... .. · · .. ...... · : ..... -:,- . -~ ·· .. :. 
,"I 't 

-- ~~p_s ·. ft;om ~ (X~~o)'-. '.'+- (Y,Yi)-J, . . inry-opp~t.nderro_ted .. ·b)' ;,. . 
·, ,., . ~ 

.. -~ ·. ., ,: ... --·· f(:·. :: :, ~ · ··_. ~;_a~·~: .::(··(:x ... i~j >: (Y~.v~:J)· > ·.:.Thes~t· ~f_· Jrior~h~.!?-ins·: bet~-~~n ·,_···':,-. -,, .· .. · · < ... : ·, 

• • • ' ' ; ' • ' • •, • •: '. ·• ·, •, ,: " • ' ~ • " • : I'" ' I ' • • ' : • '• : '• ' ' ' ' • ' ~.'-, ' , ', 
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that f* . is a morp~i~m fWlct:Jon. · IVe simply n~ed to ched. that f* 

preserves a) identities and b) composition • 

cl 

a) ~et . · Oh ·: ._ h ·-t ~ be the constant ~.omotopy · at h, 
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Definition 3.1-.8 .': ·A funct·o~~.p·:~~gro.:po:i,ds issaid. 
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. . . .. . : :··.: -~0 'tlle i'-iwo', ~rou'poi·d; car( be . ide~'ti.fied.: .' · . .-:- ·. i . . ·" : • . .. · .. . .... : ; . : . : . . 
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GRQUPOID FIBRES. AND HQI\tOTOPY ~QUIVALENCES IN THE §3,2 

CATEGORY OF ¢o~JMUTA'J1IVE SQUARES m ··TOPPAIR 

Definition 3.2.1. -: Let f G. Ob'[1T((~;·Z0~,(B~·B0)),~ and 

• . p* _· : 1TJ(Z,Z0),·(E,E
0
)) + 1TCCZ;Z0),(B_~·8_0)) · _ 

' I 

'· · 

be. a groupoid :fun.c.tor .· TI1e·n the · GROUPOI_b FIBRE .'<rver 
· . ' . . .· ... . 

£ ·. · ~~ri t:teD .. 

.. 
grbupoid fibre o~er··: . 'f conta_ining 'two 'components; i.e . . ' 

.. . . - ~· , :' · . . .. · . '. W.: · . . . . - -.. - :· ·.·_ . .... •, · - - ~-~ ' .· . ~ -. :-· _:·. ·. 
Jr
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F f ·with 'tw?_·;compo?e~'ts : [see -P~-£.i~itio~·3.} · 7:,f?J; · :-ir
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Lemma 3.2.9.: If 
I> 

exists a morphism 

H .: f ~ g 

[6] in 

{w,w0) xI+ cx~x0), 

Mc>r[n((w_,w0h ~B,B0))j 

· :: the following diagram commutes for each 

f* fibration 
[ k,p] ---~-, [k.f,p] 

}((&))' 
'. [kg,p] 

,·. 

·· .. 

· ' 
•' 

r • •• 
I 

'.i 
.· . .. ' .· :-: 

.. ' 
. . -r-· 

• ,',1. , • • • ..• 

.:: .. · • • I: .. :·. •> •• :.·II: '.' ' .:-: :·.:: 
'4 · I I ' o o , &. • 

. :; . -.. : : :··, : . . ' ,. . ·~:.: ·-... 
' : i· . -: : .. t' : , : 

.; ;: · . ... · "'-
. ; .. •. 

·. · 

'· ' J 
I'', . . 

·.;· .· 
. :~}.' '. ; . · ... -' 

.:·· ' 

.. -:· ··.!' 
·. . . ; ~ . 

:··· ' .. . ~ . 

' ( : 

\ , . ~. 
•.. · 

' ' ' 

.,, 

' 

'· 
' ' ' 

then thcr¢ 
.. 

such that 

._.:. 
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.CB,B0) and ,:ror,pair ::· . . ~-

•· 
.p • (E_!.EO) -~-
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· ' · '• ' 

. . 
·::'' . 
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. , . : 
r 
L 

with respect to and i£ k 

then ·£* [k-,p] ~ -[kf,p], is a bijection. 

~l'OOf: 

. · ..... ~ 
, · .. 
- ,: . - ···•1 .... ' 

' t . •. 
. . . ... ·~ 

. '": . 
c,~~. - -· · ; ~ . 

is a map, 

in Lemma 3. 2 •. 9 

al)d let. f : "' 1. Then · f* . [~,p] ... : [kf,p] is .a bijection . ...... 

s~nce Diagram 3. 2.10 · ·c.onimutes. 
\. 

- ·::\.-
· g · : ... cx ~ x~J _+ c~,w0) ·.· 

be a .hoiitot.opy .. 
, ,.' • I • /

, . 
.. 
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.· I 

• . g* ' ' f"' . . -
[kf,p] ~- (kfg,p] __,[kfgf,-p] 

~· . · .. · ~~) · .~ 
• . [kt',p] / "'.' 

.. 
. _-; 

• IJ .. 

•. . ·As above ~his d~agrain co_tiin)utes and 1t ([B'H 

' · ...... 
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...: ·.-·· 

•. · . .. ... . 

•. 

.·:- ~ , . . ~~ 

' I 

.. .. , . . 

.. •, 

·' 

~-....;. ·' 
,· ! . 

·. ~. : •, 

•• • 4 . : • • • • 

·:· .. · · 

·-> 
~ .. 

, .. 
.. ' • 

, .. '· 

.. ·.·. 
C· .• 

_ .. ·.· .. := ···.· 

.. ··.· .. . ., .. ' 
,: . . . ~·· .. 

. ,... , 
. .... 0 

. ·. ~ : ... , ': ~ .. 
(· : · .. 

' .. 
~-... _;_ >-.: .. . 

~· ·. ·:..··:-::;.: ... 

. ' 
'i _ .. ·-·· .· 

, .. . 

. ..r ·. 

. . : 

. ·. · . 

so . But ·this iinpli~s that 

. ·., :.: t ·!. :· ... 

is a 'bijection, 
~ 

is a 

' . ·,, ' '• . .. . .. .. .... .. , ..... 
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Diagram· ·3. 2.13 
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Cons~der also the sequence 

~. . . 

· ·whic;h .is ::·.equiv~Ile~~ ta · · ·. · · "' · ... · · · · 
' • '• '• .' f-Ir< ,'·:.: ~ ' ·.· c , .: • ' • • 1 •, o . 'r'' ' I • o ' ''; o 
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.. -.- .. --.·: : <· -·_: ... . ··· i~~Wiiity .. · £~1io~s fr~in. ·(:~~ui~tivity- < .. · · ·:'<···· .. .'. 

' j' • · .• 

_ ......... .. \.. • .:._ / }·· • ' ,::: .... ~· · .. ~ -~:·. · · - • • ~ .. _~ :-,, · :·. : • ••• Q • • · . : ~ - _··.···· • • ,-• .- . ·:_ . • .... ~ ·_. - ·.:. :· :: •• ~--- . 
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Thus, bydefinitiortof f{ ({g1]), ltf[eJ.)C£i)[g
1

] = lf{[e])c[g
1
f
1
])=[1] . 

. ~ . . 

[Equation A].. 
I ' . :. 

./ We · also have. that pl = p · and Thus ). and i: 

and Using thiS 

.latter fact and equation · fA] · above, ~e are in th~ situation of 
1 
': 

~ Corollary 3. i,.B(bj"; ~ he~<::e --there _exis.ts a homotopy . K :. g
1 

£
1 

= 1 
' . . ,. - . · ' . . ' 
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. ' ·~- . .. ' . . 

··. , •,' :, . 

' ' ' I 
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.. ; . 
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·~ . 
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d 
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Hence ther~ exists a homotopy 

"' G : H(p x · lJC-~1) = 1 : E1 E
0
) ~- r + (E,E

0
) 

such that pG 
.. 

0 f ' &n oP 
. by definit-ion of [P~P] 

Then "' . G + H(p x l) is the ! K 'we requi~e 1 i .. e. 

.. .... . ~ ..... . , ., .. --· .. , .; . ~ .. 

or ir F , 
.o p 

•'I 

"' "' . "' G + _H(p X and p(G + H(p· x 1)) =.pG_ +· pH(p x 1) = 

a· + H (p x 1). 
&ofoP· . 

Then we have ~g1 ,·g0
) .. o. (£

1
_,£

0
) = '(1,1) . . . 
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,.,··-· . we req·uire ~- . c~. f 
0

). .··o ~ .. (g.
1
·;. i

0
) ·:~ . ,(1 I 1): · :·· ~ut_·· .. 
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.. ' .. 
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/ 

·.. . : ,.' ~= ~ . . ·. 
,·-.·<\· -~ .. ---;--:--: .. .:.... ..... . , ,_ . ....:. ...... ...... ---··· .. : . . . . .. ... .- . . . . .... . . '. '• .. ,· ... : "' .•. ...: ... ~ : . ' .· ........ . .. .. . _. .. . 

where cs-- ,Bo') X I--,> ('B,Bo) x· I~ (B,BO)· -----* (B .. ,Bo") 
goxl. H:gofo=.l fo , 

(B' ,s
0
") x r ~ (B' ,s

0 
.. ) x I~ . (B" ,s0 .. ). 

. · f
0
g0xi H~: r0g-0=.l 

and 

Propositibn 3.2.15.: ·If in the following diagram p,q,f,g are 

Jibrations in· Toppair and 
·-"··- . 
~0. -~1.~2 

map . ~ 

are :homotop:y- equivalence~ in Toppair, theri the induced 
• ' I o' 

is a homotopy ·equi_valence in Toppair. 
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Under certain 'conditions :the pushout in rcipr,aif is indeed the 

one we expect 1 i.e. 
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Propositi~ 4 .1. 5.: If. botli-. ·f..' -~nd: . g· .. _.are in·ci.usions., then · 
, , ..,-= • , . , - ' n·' - ' 

'84. 

I ' 

(( '4 :.~_ ; x·0· u.f .,_ y 0) '.' \-:~ete: ~ X0 tJ£.' . ~{~ ··, has : 'th~ · Sl~,bspace . . t~·p·o_l.ogy~::-:: 

.. 

•' .:. .. _ , ..,_ -

··' · 
.. • · 

--· 

' .· ... .... "' '' ' \ 0 : ·.: .. : . .. ·_Q .. ,: .. • .· . . - ' · .. - . ·, : ·· ' ' ··. · · ., 

.·. ' :._ ~· :··-: ~ ·. · i~ ; ~~e p~~~hout~~-~f .p.iagrain· 4. i .. 2:·: , . -~ - · ·' , - :~ :- . ·~~' ; .. ..-.. · . . : '·-..: : . ·:~ :_ )_ 
. .. : '·_, . .r ': .··,, ~ ' :.• .. ... ' - ' ,. ·.. ' '. ·:~;... 

'-•,;. ' ·, 
': . 

• ·.: · 11 • 

:·.·· .. :-~. :._· ... '.·. '·, _.. .. ·~ :. ,-- P:rb~f~: ··.- . dansi~ier --Di~gr~~ :~. i ~ '(; ~~ -the .. "p·i·~.t-~'r~~ .. -~ :~ i ~/ :_ ·.: .=.:-::. · · .·-· _:">.";·:-:-:· .·_ , -. ' 

~''{ ; _·. • . _ •. ~ - : ...•• · ~·:- (~0Yo" : : t.xit;JY,, ' c ,··::>:' { ' .: <' •• · ... ' ' . :,:.;;

1 

· -. •.• ;; 

... -··.: ... ,,.··> ... __ ~ :· Pro·j·f 1. -.. , ... 1 ... _. ·.-,- <.:·.· ._ ·: · . · : . :.-...· ... .. . . ;·<~ : > 
, ..,:~ ': ;-' ···· . . . .. _. - ~- _;··:: __ .>:. ::.-~:· -: _. ::-- ·~-~ -: __ ' ;Pro~' 2 _ ..•. •.: ;~·-., Oiai:r~~A·;'- •~ ·. ··_,.:_·:: .. -.. _-··: ·- ··· .. ·_:·_-
• ': .... - 1. ' 

~ .. . ·; . -- ·11 . :<:. : ,. -· · ·,.:·· x· LJ · Y· f i' ~ ·,\X LJ . y.::. . .. ... . 
':- -:""\ · .. · -., ; .• j • • ... · ' ,- .- .. O" ·f.- ·. o . ::: · . . - · .. . r . ... -: .. · · .. _::. · : .~,: ... .. . 

r f:'. :: 0 
•' 

0 
' ' • · ·. . .. -.~ ·. ' . ' : ": . ·~· .... ·'' . '' .- . ' "~ . . ·... ' 

·.:\; ._:.··""' - ... ~/:po'iri~~ .. in · ·x~ Wf ¥~0-.- o~tstd_~:~h~:: ~d)u~_cd.cn~~ .. ~~ :~ :_-l~!e:~~:m~g~---.·-- · :i- · ·-
-·. · . 

: · .~ • • : ·:- ·· .. .- •• •• 'I. • I , ' , , 1 '.'.·. • .... ~ .: : ·~·,·_. , ·. , • ' • , • ' ~·, . ' ,· ' !,·.- · , ... · 1

: , · , ' ' .':-_,' ' : • • ~ ... .. ~ ~~ I , ' ' 

. ;~- · . . .. . in .. either .. _· x0 ·: · or :· ~~~: :or·: ~otll.: ·-.J~. Jhf,s · c,il~~ · '· .n .. ~s -~~~Iude~:,i~:: · · .... . .. 

:.-._·: ·v:·.:· . .'.~· , · ~ · x ;.~·X .-.;~n~ :: ~? _: p_roj ~d;~· '.~<\ : it·s~.~~ .:~~ ;_ .-~ :~ '4 Y_>. '~i ~- p6i·n_i .; ._o_f._;L~ _·. _·_ , .. · _ ... __ · · >·:-~ · .. 
··::<(.:'·:.- j · .... x0_ ::·_;~_x-~~ : ._._:_irs~. in_:_. f~~--~~~j.:~·-c_u~-~~- · .ii·_ :h~~<~:~··._·?.~_:e_·~·~i~~ .. : .~f·_·_c·~.:-~i~~~-i·~'~---:~~: _::·::> .. ' ... · · - . ~· . 

~ ' ' : :. \ :• : ~ ~; ; :: : ' ' ' . ' - - ' 

.. -~ ;-. . , .. -,·" . - ~:w~ .... PffP:~~~ · -- ~ :::~-~-~ , -~~:_: .. x~- ;. ·.e.~~- ; -r~:. }~ .. :.·xo. ;/"-~- _ t:7~~ :r~~~-~~ma~~-:_-.i~ ; :-'. :: . '':; ....... ,_ ...... . -_, 
·;::/;:,.- . ·.· .. . . .. : ... . · . . 5~~l~c1,~~' in: · ·:X-Q~ Y ~ · '!J.hi~~- is: i?~~~de_d, ,_in:··. X.' \.:I:Y·.-.' -.,~;n_d,,_ a,~. 'b~~<?~e;_·: . <.:: . ' 

'! tp, • ' • . . ·:· _ - · : ~:." ..... • • . - .• · • : · ' :. · . -~- : ;·.: . ~ · ·.' :: . ·· ~ . : ••. : t · .: . ·. ,: ·. :: ' · -~~ '.·· .. ·. ; · . •.· · .. : ' ·' . · . , • 

.. . , . .-, ~' : .· · -. -~ . . ,· :·proJect:~ .' t9 : _the ,·same : p·ointj.n _·.!.x· .u .Y~ . . ~enc:e ,·· tl :.L..J ·.:_ y - ~· -x L:J_ y ;:· .:·· .:·· . · .· .. 

)' , : ·· .. ·' :· 0', /!:' ..;· .f~~~~ttW~~. 1,-.l;2 -~~} ~ush:U,~ iff ~~~~f;'l. ;~} ' ' t . , : ; , . ." t ·. · 

·.~ ... ~ •; • ' .- : '~ •, - . ._'·-. ~;:~ ·~- , . :.:: · , · ; , , ;, '. · ~ ., '.I' • • ,• 'i, 

. ;: ':} • · .• -.. --~ .•. ·. · : : ;-.; .• ;: :~,.:;:.i:it.:e?t rf•~-· ·•·- ':•.~ '•-.·.:· .. · ·-. . .... · · ·-·_ · · · · · : ·. '··.: ·_ ·· · :;;.;·. • :.I 
' . ,• ···. > ·_:.· '-) '' ':. ~ •, :."·.. . . •'• ~- .. . . ' ' 

-. ~/. 'i . •t:··: -· ' .. 

~;·f .'~ .:~; o' \ ·. · ·:· .-•• ~ - ·- : •. ,,, ' ' ,, 
" ' ·' ~~
· '' • . . . -· . 
; • ·~ - · • • , r 

· . ·· •·· 

... 

·, ·.f · - ·.· ·'· -- ·. :. ·:.: _., ·. -. · :·.' . .. , ~ · · ,: .. _ ... ·t · lued. -tosether ·b:{the .ident1-£1cat1_o~r• /.r:··_.i -;= ·· .. ·, _ , ·,,,:-· · . ·. 



~~.1,~:-:-~ ..... ,_.-.; .. . ~,~---,--.T~.---~ .......... ---~~-·,,:_j_., __ __,..~..,:,,...;... ,-.... ,, .... :~ . .:.~""" H .... .,.,, ....... _"f'·~ .-;; ,_.. • '" .. • .,,_.: ... ,,; _,,, :.~;: ., ,_ ._, -~•••,' ...... , ., 0 '•' • .. Of"> ~ ~"''·" "' ~o'', -' ' t' ' 
0 

•o ;• ., 

. ' · • ... \ 85t 
' • ... ' 

I • .·. 
. -. .. 

· l _. 

, ~ey~m~~der;·:.~~~~, .. cases -,.inwhich either· ~ 

an in,clusion in the .. :f9P.6wing di8;gl:'am: , . . , ··. . .. . . . . . . '• 

g ·is .· . ·r . 

1 ... -' 
f - . .: .. 

'l . 

,. : · : ·-

.. -~ ' ,. .£ . 'r: ;: . '-. 

· .. ·. . ~-.. __ .:.·. ---~. !A.·l;A~) . . ·. > (X, V ,, ... , .. ' ~r···. :_ ·, 

..... · ·. ;· .: . . D~agram , 4.1.8 .. 

·! 

.-.. 

.· .I 

. : ~.. . ~ .. , ·.· • • • • • I •." • · ~ ~ • • ., .. .. I 
. ·•· . -·· . . ·, .. ':_.<-: · ·-~< .. (~·~o):: , ·.·: .,,. ,. . . ·,,· . ;'. ·.·.. ·: .·.· .. . !' : c··: .: . 

• : ' • . . , .~·· .. ·. . :· _wi~b~utt,O;s ~f &_;;L;Ii~y asS~e ·t~t -(A_A
0
J :i; .' ~ubpaif -~f "· .; . ; '<'. l:', 

.. ~ -- ·.·:.~ ':: ··.·_· ... ·.·.-.f·c~.~x0),·.-.'i·;· ~~ ·: :h~.~. ·: g ·:-~~. a~.inc,lu~ion·. ~. · · ..... ~>· ... ·. ···:··.\·.; ... _ .. ·:/' .. ·;_·: --~· ,: ..... : .. :. ·._:I· ·.,. · 

. ·. : ··. ··• ·~ •' : ; : ''] · '.; •·· ·. 'No~ th~ 'sets • ~· 4·> --~~d j~ u{~ ~ ~~ i~ s~ be •. · ··. : ; '·.'' .': : ,• .. •. ' : ; ·\·_:;, / .. ~· 
· · ·'· - ~.... . , · ... , . .-·· .~ : ... · ·· : ... , . -~ ~ --~: : ·.>: .:: . . . :l··-: ·· .~: -\:. :~ ·· .. ~- ~.: ,\'. ·~:· ~·· _.: .~~~~-- ·~-~-: ~ .... ~--~·,_. a·.' 4 ... ~ · .. ;., . . . · 
. .. .. .' ··w~it:t~n: a: 'the .d.isj 'oint:uni·ons · · Y l:J'c~:\AJ · ... and ·-~ y0:Qcx_o\A0) · .. ·.- · ., ~. '-; ·_·:::.. · · .· · ... ··. -.:.:, . 

. ~ ·;~.. ~~s~~ct~;e'ly~: .. :)~~· .thbn. ~a~~: -i~e:.~ ~o-il~~i~g 1~o~·'?.:~i~-{~n.:~ ·: ~ .. : :' ::. . . . :. . · .. ··,: \.··... . : r·:-:;::_· .; : 
' ·' .: .,, ·• :. "'"... . .. - .. . ·. '·· :- '1'' .. .. :·.;·: .. . ... ·. , , .. :·:·.·:_:.· ·,·_·· .. : .. _.:~ .. :-· ·1 ' · ···. ·.--· :· · · ~ · ·· ,~· - ·· ·· .--. . :_:·:.·.-. 

· • • • • •• . ~ • .'r • ' ' '!; . , • f • • • •• • 

.. :·:·.' __ · .. :_.--.··..:·_.: ··:: .. ,_·, : Prop~:)s'it~9n. ~4·. L9~~ · -.:· ·.· · -~e .·s~'t:·.·:_x~ : :~£.-:Y0 _ :!}.~ ;:~ ·:s\lbset ·of .. :: .. : ..... . . .. -- . ... 

_ .. >·:_.: ; ·- ·_x ··~~-y < .. i£ .. _' .. x0\A~ ~-~· ~~ ~u~~~~"-_qf.' ;H\~; r.:· .. :...... .. ... ; :· ·-., .. :',;· ·· .; ·_ ...... ".- ::·_· ~ · :..· 

. . .•. 

~ 4 • • • • • • 

t • • ·. • ' ; ,I 

... , 

; ·. . . ·.·. ' . . '.. ', ' . . . . ' 

• : ··: • • • --. ,·~· . ... .. -~ . ..... • • • - - ~· ~.:-. :. \ _·;:. ·.~. • • • • J • ; ' .. _ •· • ~ :. ~- . , • • _. • . . . . .. ~' ; ::- . 

: · ··-~ _:·) · .· ;)· Proo~; :-- · .As·~.~ing tha: · -- -~~\~J ; . ~s,.;~.·~-~~~·~t -~£ . ~\A- ·:· .. ti:lE(:.~,~~i ~ 
. , • . , . . ~. . . 

. :: .· · .. . ·.: -; · 
.. , . ... 

. - . 
. ·.· .... . .. ... 

. .. !•' 

_ J' , 

·: · ·_, ,..,. . 
: .. .- .. : 

. . . ' ': 
. ... :· : .· 

···' . 

.. 
' ... 

/ . 

• I' . 

,1.' ' . · 

·. ·. 

.. · 
· .•. ·_ .· ... , , · 

( .·- .. 



., 
: .. .. ~ . ·;.,. . . ~ . . . . . ' :' . 

•' ... \.0:,.• 

: , . . ' ; - ~ • • .'- . - ....... ~ _, •• ' '"": .. 'i'"',J...- -

. ._. 

. . _,., 
'·' 

·~i .. . 
· .. ··.:-

. ~ . .... 

,' -.. 

Proof:· 
. f 

In ·the'notation of ·the proposition the map 

Xo\Ao + .X\A is 'pr~cisely x ·co,-I J which 

is clear!(' an in~lusion{ L e. 
.. 

we have the follp1dng diagram 
:: 

86 . 

; ' 

" 

_ _ (~.XolfO} . f , </Yfol - ~ _ _ , .> . . <: _ 

:~::~}.·.-._.-::_: :'.'· . .. ··.::..: .• •. . . . .. ·r .: ........ . :::::}~;:.~o) x.-r'< .. -· .......__·......,· ":.....···.-. -·~:·>,:·:· d~·~·~.~:~:Yi Y~,..C~o ( -· ~)_4· Y6)·.· :.{ .' ·: .. _;· 

.·.. i 

.. ·~} ·;·. 
. . . :·niagram·-4.1.11 

· .. :· ... - ·-: . .· . 
. ' .., ---~. 
. ·. 

: , ~· 0 I '• o ' • o ~ I '' • ' ' ' : • t ~'I o ' ·i ' ' o ' '• ·~ • I ' o'' • • 

.·., .\ . ... :'::' ·: .·.· · · _.··:.··. <:·:.>-.~~~~~h; '~~y:·.t~~·,Pr~p~·s;~~~~ri; :·i; ·~<~~~hou~:· .-·i~:···~o~p~i;,; ... .. · ' . :·. ·.. · · . .. ·,.· .. ::: 

.:·: .• ~_1 ·: :._ /• •;. ·· .. ~.-.-· /· ~ .·. _ .. . -.. ·~ .. _. -.. ·.··· ... ' .·_ _.. .. .... . , . · ,· ._ ... :-,.:. '.;:' ' 

. .. :'('.. ... ·. : ; . .. . ' : ~ · .. :, .. ,_~ .... ·:· . . ' : : . . . .. . :. ·. · .. : ~ ... J l : . ' . .... ..~· . .' . ;: .. 
,. '., ~ ···' .. . . ·. .. ·-.. " '' .. . . ·· .' ; ' ... ,'', • . ,-.·.· 

'·l; ·. · .. :.· . ' 

·.' .,t.··: .. : .:·.:: ' >_,._;/:.'.·\<· R~f!l~:r:~ .. _i{ i' ~ 12:. ·~h_~·:.r6p,; an-d. Top?·~l:r ···~pp~~g · 'f.rMri~~~~< of .a. ~ap.-~ .: -: 
'· · .. ;· ~ . : .. ' . . . £·: ex~ x· ) + CY~;.-· ·) . are· not · ~d.~n·fic;~L. ~11t.i .. s·: i~-~ ~te~~ _·since. t~e . · -·- - ~ · .. 

. .. :; 
::.· _,, ·.:·-
:_.,_ } ...... '. ,_ ... .. 

. . . '·\ 

- .;-

·, •, .. _ 
, ·';-r-' ' 

. . ·0 . ...... 0 ' 

.· To.~.: ·~p:p~n~. -·~~1 i~der~. o£ f . 

'• '··· . 
. .' , , ,· .. ·-

.·· 

... 
.:. : ·:·'· ' 

'·,. 

. ' ·, .· 
· . : . 

. ' ... ~ .. . ·, 

. , -.: 

.. . 
'.·, . 

I ' ' ' ~ ' 

. .' 

• I 

. . 
. . :· . . 

. .... ~-: 

.... ·· . .:· 
; . ~ 

~ .-' .· 

' ;, . 

· .. 
.'• 

.. -~ 

· ' 

:-·---
··· · 

•... 



' :'. 

'•: 

, .· 
:•.' 

.. . . 

; ' 

. .. . ~~-- . . ; _:;._; 

' .·· . 
."• : 
'· .: . .... ·. -: 

. -.. -

,.· 

. , 
'• 

,, 

.... 

'··. 
. . •, ; . ~ 

• .. ' . 

t!: :" • ~ • . · .. · ... .. 
... ~ ' 

.,. i "' 

' · .. 

• • :1 

·. -: . 

.. .. ' • 

.· . . . 
' - · i .·,. ·~ . 

... ~ ~ .- ··.' .. 

.: ' ~ . ' 
. ,": ·.· 

r~•''· ·. .• •' . 
· ... : :· ~ ' ' . '?. ~ 

·, ·. . .. . . 
...,.·.: .. . v ., __ , ) ..... ··~· :.!' ~':-"'~;;,.~ ........ : ... ·';,. . ·-. . ~ . ~ .. 

87. 

) Corollary A.l. 13 
' ~?· . . •. 

. . ... ' ·{ ; 

; Let (~, 9 b~ ¥n obj(~ . ~f Toppai) ThCii ... · 

the . ·s~usp~,n~~\>~ ·~f;' . · (~~~0) and ·.th~ mapp~n.rcone of · '(X'~.x0) . 
• I , • • • • · .~ : _o:·.. .. . 

{SXjS~.O} ~nd . (C~,CX~) ·~ .,. .,_., 
.. 

·ate ·. re:spec ti ve'ly . . . . . ' 

-.: .. . 
'\ 

.'·' 

.,.-. 
·' ' 

~ ·· . . ,. "' 
' •r' ' 



'('· · 

'-' / ··.· 
~- -

-.. : . . 

: .. ~ . . 
- .. ·: . 

. :~ ·. 

. -~ . .. 
\. , , 

i;· 
~ 

,· 

·. 

., . 

. ' . :J ... . : :- ' . . , .. ... 

. , . ... :. 
•, . 

I j). , • 

• · •• l . · : '~-. . , . 
. ; 

:. __ ..... ~ :· 
... . . . : 
.. . > ~ -~:-

... 

... ·' .. 

• ' . .. ·., : . ... 

'• ··- .... . ·,, 

'-(.·' 

. • 
.. ... ·. -:•"' • .. , . 

' • 

·. ·~ . 
.· .. . .. -: : ... 

' ·~ .. 

No.te · 4 •. 1. t4 

' '· 

, .. 
•r,•. 

' ~ ~ . . ... . . ... . • •. - ·.. ... - ·· • lo. 

. .. *~~ ~~~~~- ·: ·.- -~ ~-~~~~~1~~~ ~~ . '. : ~-~-~ 

---:· . 

.-!--· . ' 
I , - ~· ~?~·.: 

x0 aJ .~o - need . not ,co.incide with .'the · -P~.sh·o.~t ~~p.ology, :i.~~· o,. 

-··· 
... ... 

: - ~}}~ ~i~e~·ti.~r~~tio~ .t~;~)o_gy' even when . the ~ ~-q~i~a:ie~c~ . ;.'re1at~o~ 
• . . "' = .. : is .i~~iv1.al. ·: .~c~~.~~4~·r · t~~-- f~l,l~j·~~·- ~~a~;l~:>- :· · . . ·.· . : .. ·.· 

.·- :. ,• tJ . 
I ~ I ' , ' . ... ·· 

:- : ' .' 
' J ' • • 

. • .. ~w .' •' .~: ': . 
.. : '·. ~ ~' . . : 

•, 

. . ~ ... 

.·! 
: , · 

: · ~ . . _, · . . ~. I •o 

, • •' I ' ,. ,.· .. 
·...: .:.~- . :, ' 

'· '• . ' .. 
... .. 

• . ': c ~ ... 



... 

· ·· .. ·. §4. 2 ..... 
. '. ·. 

,. 
r .. · 

' . 
. ,. 

~-.. 
-~· · ~ · 

. ..... -

·. ,.. .· . 
, .. , . . . 

.· ' :- . 

. ; . '1' ... .. ' . . ·. 
. . ' 

\ : 

.. . 

. ·,.··. 

.•· ·• 
.. ' -----· , .' :-· ~. -... ~ · . . ' .. :-... ~ . ---· .... . ~ . ·,· ;' '" ' ~· l .... ' ...... ,~ ·-- · - ... ... .. ~ ..... . . , .. . -:,· ,· .. 

,, .· . ··.89. 1 ~··. ·· :· 

. . ..,. ... ' . ·. 

.-. 
. ';. . •. .· . 

• : · · , · ~ .,: - : ' . • , ... _ ·;-.,: : . -: • 0. ' ' : ' 

~RATIONS IN TOPPAIR :. - EI..EMENTARY . PROPER.'I.'IES-' · .. 
• •' ' ' ' • • • · J .. • I t ' <· \· ·: . 

·. . .. • 
· . . 

:: • 

. .t • .. 
., 
'f . 

~- .. 
t . . ~ 
,.1 •. • ' 

. j . 
·.: \. ··: 
~ ... ·: ... 



. . . 

. · .. · .. .. 
·,, 

.·. ' 

... ··. ' 
• o '~ I \ 

.• ) ~ f 

:•., · .. 

·· . ... . 

: ~ ' 
· ... ' 

·'. -
" ' ·I . ' · 

. ~· . ;.-'·, 

' ·, 
.· .. 

---~ '' "; ·~ -· ~ .. ,· 

. ' 

,, ·. 
'. ·. :·. · 

' , .. · · .. .... 
·r 

. i ~ · . ~ 

. ·· ... ,. ' 

- ~ . 

:_ ... .. . ', ·· ·;. .·" •· .. . 
. ' 

~.. . . . 

'$ "",1 
, .. · 

.. .. . 

,Diagram :4. 2 •. 3_ gi'~~s ... 

,. . ; ...... ·: 

._ .. f 

', ··· 

.. ' .. 

·Let · ;·EA~-~~J.:. ·.~· ~x~~~J. ... :i>~ ~ -· ~~f~br":~ioit _ _.~~· .:_!~PP~~r and ' 

let f ! (A;A'0) :' (i;io} b~ ~a~; cqi,slde~ ,.he f~llot<ing -

·pnshq~t i_n. Topp~i~:· ·.. . c .. " . ::· • 

, .. •. 

- . , .. . 
• .. 

I : 

. i 

I ' 
I . ' . 

· .... 

0 ' ., 

...... · 

·.· 

. . 
'• ... 

· .. ·:. , 

f . 

'; · .' - ~ : ... 
... 

. . ·. ·. - .... . ... . 

.. · •. : . 

·.); 
., 

•.· ? ... ~ . 

. , o.; 

! · ' 

.. ' 
' . . · . . ' 

.· .·· 

... ~ . ; 
~. . .., , 

~ .. -

. ·• 

,.. 

90. 
i ' 

·. ' 

· , ... 

'. ~ 

·,. 

.. . ~-. 



,._.· 
• . ·' . ·.: . . 

·' . :.~ · ·: ,· .. ... . . 
·: 

··•. · •. 

• 

... --~. 
1, , · 

,... . ~ . 

. ~ ' ' . . . ·:: ... 
_:_, · .. ~ . .... , ... _ ;. - · · 

·; ' 

, .. t 

· ... 
. . . _·_: }. :· ~:. 

' ..... ' • .·. -· ·· .· ., .. . :-
• I •' ,. 

' " I • •.: . ~. ' .; 

' .· ... . 

.• .. 

. ·.· 
. ~- . 

U_] 
,···. 

•, : ' 
. . r 

: - . 
_ .... -.. 

. :-· 

I • ,'· 

; .· . 
. •. 

~. ' 

. ·· .. . : I I ' • ' ' 

i. . . :· ., 

" ·.: 

'.. ' .~ : ' . 
. ; -

: ,·: . : . .. 
. . · .. · ' 

.. 
(' 

. ' . 
~ . ·. 

·· : 

, : • ': . -

. · ·:.· 
· ... · 

·. · -· . ~ . , ' 
• , . f' • ..~ . -. · . .. ·: 

• " •! '• 

. ·.··· . ' . 

. - .;'" .. :,'• 

' . 
. · ·_. : 
- ... 

.. . . :.~- . 

·. \• : ·· 
_: . ,, -- ..... .. 

._ .. . : 

· .. ·_.· 

·: '. ~-·. ·. ' 
-; , ·, 

,, ·. 

·: . 

·'·. . -.~ 
' . : ;· .: · ' ·· · · ' . .. ' ~ ...... ... ' . ' . .. -: ' 

... 
. ,'· 

. : .. 

,. ' -~: ' .·_ : . . 

. ... . :,· 
•' .. . ·. 

' · .. . •-: 

.. 
/ 
.) .. . 

! • • •• • ~:~ ' ' ... 

: -·: .. 
... . / '~ 

••• ,'1: 

. /' 
' 

"'· 

:: ..... . .... . 
.. ·.·- . 

,. ' , 
\ ' . .. . 

.. ' 

• ' 

. . . 

:. ' .. 

·: ~ . ·~ 
-~- :' .. 

.r :· · 

.• . 

·· . .. 
', ' ;- --· ·· 

~ ·. : I , ' , ', • ~. :..: • ,- ,· ' . ' . • t ' . . . _· ·:, :.- .':t _ ..... ·. 
-~ . .'- · · '·. . ~ ' 4 • • • • • • . -··. '. 

I • ',• 
. .. . · 

--. ..... 
- .. 

\ -. -· 

.l r' 

::> ~ .. \:.:·. ; 

. .· .. ·. 

I { : 

C) . ' . ~ .... 
... ~ .' 

,,-: 
~ - . 

· . 

. •· 

. -·.,-· 

.· -,., 

91.;· 

.. ·: .: . \ .. · 
F' ,' _ , · , ' 

' ' ' :,, . 

~ . ·,, ...... ·:: 

t , ·. · • · . . _ ... 
. . . : . . . ·· . . 

. ' 

. .. 
-.:. . 

. , ·· 

. • " 

. .. ~ 
. '• .. 

•,o ' I 

. -·· ... 
::.· :· , . 

.. . ·,. I '•' 

. ... _ .. 
;. :' ., :. i . -· ·. -~~- ... 

.:-·. 
: , • • •• · .... t ·, 

· l ... : - • . ··· ... : 
·' '\ - · .. :· ·· . . ·_:.:··. __ ;_:_ . 

.· ...,. . . 

,·. .. . ~ . . · . .,. '.·. :~ . 
• ·' :.: • (: ~ - •• : • •• • • ' •I 

( : .. · ~ .. ... · .. · \ ~· ~ . ' : .· ~ 
-~ _. ., 

. . · . .. :i :: ' 

;: .·· ,., 

' . 

.. • .' · . 

··Jl 
. .. ~(-
', :· ' .. . 

:.:._· · . ·:.-·_._ .... ~ .. ~ .~ . :_ ... ~_. - .... 
..·.· ., · . .. .· ··. 

. -, .l. ... . . · ..... -· : ' '· .... 
. r ' · ' 

·.( ':, .· ... 
,··.··:. 

.. .:-> :: 
.. . 

-\~ ). _:--- - ~}- .J ·.::· -:·· ·:· . . 
', :· 

-. · .. : ·• 
. ··. ' 

-_:_; . .. ·: . . " .,. " . . . , ·. " . . ol.. ·_ . . : .. . . ... -· _ .. : ·: -: : .-.' 
- .- . •. .. • ·., ·. - ' • ' . ·• =-:· ~-. . ' . ·: -~: - '•:. - ' .. 

.... · .. 
·· . . ' 



.. ··· .: .. ·· · : ~. 
•. •', • , , f: . ' • /' . . ..... 

. . ~, .. , 
·:,• ... . ~ ' '/., I •, 

.. . 
·,,1 · : .. · . , . . , , ..... ... ·· . . \. 

. ·. ·~ .,.. , J .••• ~~ r,, ; I ·- •' ~ "; 
· .. --.... ·-··. 

• ~ .. P. 

' • ·. 9i . . ,.: 
.; r 1 

. · .. 

... 
' · 

I o I 7 .' ' '·~· ~- f ' 

.; ... 

.. . ,', 

' . .. ' ' ~ 

~ · . . ~ .. 
· ... 

·D~ag·rani : 4. 2 .:8· ·. · 
. ' • ! . • . .• ~ 

·, . ' .:-o . . 

. . : \ -~ 

·.:, ·. \ .. ' ,, 
... : \ ., 

,.'-t ; ·. 

. (A):A) ·' · 

·I 
cx!Xi .·' 

K ~ (:Y · y .)I· 
• ,'L. ,,; ' 0. . .. 

1~~0 
.. ·• '. 

. . ·li: . 

h ,· , ~ (y.;.Y(J) '~ .. 
. ~ .. ' . . .. 

.. -~ . 

·· . 

.. • · ':.'.· 

.. .o ·· : 

-' . 

'·' 

. ''I, 

·.· . 

. . ; ·: ~· . . :• . . · .. 

' \ • 
··.:··· 

. · .·' 

• . 

- -~· . 

~ · ·:·_::~·; _8:_~·-.. ; 

~: <. 
": !, 

. · .... ·. ~ . 
•. :.• . 

·'' I 

' ... 

··:: ; ~ ..... 
·,·. .... . , . . ,, . 

. ~ :. . . :- .. ~ 
,. . : ~ :-:· . ... . . . ' ~ 

~ ;,·\ .... ; -.. -~. 
:·=.-

· .. 

; '. 

' ·•' · :'\ ·· .. ·'. 
· ... . . .:· · ...... 

: .' . ~ .. ... 
· ;t, ' ·, .. . ~- . .. ... ·' . ' 

. ~:- ,.· 

.. '• 

'~ .. 
·. ";'. 

-.. 

· ' . 

. . , 

.. .... 

· .. ..,: :·. ;·. 
. ; (·:· 

·. ~ : ; 

.·. 

. ~ . 

. ' 

. •: 

',': 

... , ; ., 

•' 
···. ··:: 

' . 
· .. ~ ·. 

. : 
· •:· 

:-.· 

.-·,· 

• ) : • • • l 

. · .. 

, . .. 
,. 

K(} · ·:. I . .. . · : Also· .. · 
" 

;fJ, ·.:· 
. ~ 

..: • 

... . .. 

:,·1'-

. ""'t -· 

';"_ . 

.:. ·.:... 

.• ·. 
~: .. ··· 

... , . 

· ... 
'. .... -: •. 

: ~- - ·:Ar ··.· · .. . < ~ - yr~: -.· ·. · ·. 
1' . .. . ... . ' ·: . . £ . . /:. ·:j.; ' r 

.. ,, .. . 
~ .- ' : 

:c -. ' . 
; .. : : . ~ ~ 

'· "" ··' .. ' · . ·, :~ 

··; . · . . · . o. 
.... . . } 'y· : 
h . 0 . ·X . ., . 

. '· 

. , ; 

· · I 

. ·. ~ 
·, 
•' 

0. .• •' . . . _, '· 

; .. ' .. 

•. 

0 
' • , .: ' , ~:: , • • . • : ·' '. I , .' ; 

0 1 

r .''' . , I ' ' ' •, , , ' ' ':: , • 

::, ·.i·~ ·.:, ~·-~ cbmniu~a f':t ~e di:<iir~~· i~· T~P ;. .'heric~ there · ex.ists ~--a .conlinut~ti ve . . 

··.'. 

•,, •' r 

• , .. .. . 

~"· l-;· l·· 
' .. •, .. '· } · · 

· .: •' . 
,; " ._ .. , · 

···' ·:.:-. ~o~pi~:~Jon:· ··:v::·:'·X:. ·-~··r}~: .... s~nce : i .· l~ · ~- · ~ofib:ratiofi.:i~·····.~~p·.- ' · · It.~$ 
-:·: _. eas~ty ·seen :tha-i, ··v i~· ;t:he ·y:~~t;i~tf~~:.' a·i· .:.·~~ · · .. 'I'hu·~~· · ··K/ . .. . :: ... . ;· .. __ ·::·, '. .. , -~ ~ ,:"">: 

~~~~~-~iiv~i~ .. ·c~m~~~t:~s::·ni~~~· :4;~.;s.:~·. :~~nc·~.-:·· ·· "' • .. ... _ . '· .·. ·-;.:: :• ' 

(A;AJ ~~ (~,XJ iS '• . Co£ibt'ati~n \n: ioppOi, ~ ; ·'· · . . . '· . . . •··· : . ~ 
. . .·· . . : . <' . ' . :·· : :. ,/:,: ': ~. . ;},jj~t, 

·.· 

.. 

·.··,··. ·. '· ··: ··. · ..... ' ' ·.. ·: :·· .... : .· ~ '· . ·.· ·. .· .. ; ., ·.· ·. ·, ,.. ·::·:· \ ·::· .. , .. , .. , ;: .v :'. - ~ -· .·.. ,. . ..,_. .. . - ~~~~-: -~ 
, ·.· . 

. •, ·: .. . · ·.· .-.. ·.; ·. •' '\ 

-.. : · 

. .' .. ~ ·: - ; . :· . ' 
· ·.-. :· 

... :·:. . · .. r . 
-' 

•' •, . .. ~ ~ 

.... • • : - : ~ • ~ t • 

_·. : -:. · : 
· .. ···. 

: ·:· . . . ·~ . . ... -. 
. :,·_~ '.: '·::· ,. . .·· 

• • • ~... • • • • • • • · : · •• ~- . .: · • i • •• '• ' •• 

.·-·· 
.• 
' .. , • 

... · 

... -:: ~ : 
': /'; ·~-

- ~-.:~ _.:· :· :~·~ . · ·.· ... .. - . , :;!·::·;...· -: ·· · ·: ~.::!~ · ·: · ·· · · · • ~ r ' ' ' ,'' I '• · ', · · . •' ·· ·. : .-~·.:'t '• . . ' ,,!, ._ .. ; : · •• .. : ·_, : > 
.,·; .... .-~ 

' \ . . : .. ' , . .. ~ ·. · .. :-
. ': -: .. ... . ·~ . . . . . :,_·· .-_·:_-·. ' . :_ . ·. : :.:...~.t.:.......:..-• .:..~~· 

• ~~·~·_;,_·_· .. :. I -~-~--· - -

,· ... 
' , -:-''' 

' . ··.: ~:. - :·.- .: . 
. __ ._._ .:.:....:...•: ..... ~ ,· .. 

~ .-·.,.-: ' •. . .. . ~ ·. ~ .... . ·.:"'·\-:·:: ~ . '• 

. I ,..._ · .·. ·· ·.:---. 

.,- . .. •, ...... 

. :: ·. 
;. 

----~·--~-

. ·' 
.... : ... 

·, ' 
.· ~· 

• \ I,' ' • . :; . ·. ,. . ~ . 
. " : 1 .!' . : ~: .. 
. ... . ' $ ~.":: 

:~~:.' ·.:.: .. ·.:~. f,;. t 
~~ : 

. , .. ,(_; ·_· : ' · , •J'•:;· 

··.~·· ~,ti~ 
· : .. ·-

. : · 4 '' ·. ' · 
. : ~ 

-~- .. ... _~· -~-..:.-



·! 
'i 
·l· 

l 
(. : 
l 
.j '· 

.J 
l 
I'· 
t. 

1. . I . 
J : r-.. 

·I· ... 
i ,_. 

r 
i· · 
I . 
I ; 
} 

F 
I· . 

,; 

: .c. 

. ·,·. 

~ .• . 

... ',"). .. 
•' • 

' .... 
' .. 

I .· · .. . •. 

.... 

' .··· 
j _ 

·'\ · 

, . . - -,. .1' .. .. ~· 

. '• , . 
•. •' !' . 

·. <':. l : .• ·.' •• • •• : . .'• •• 

· ... · 
• '· 

' \) .... . . ·, 
'.;/_{ ·::;_:·. :;;.:. 

' . . ' . ·. ~ 

::. . ... ' 
'"' ·. . ·, 

·~· r. ', ~ 

-. · :., :. " 
.•. . . .... : . :~. .. ·. ~· ,,·. . ' 

. , 

... ' 

f . j • • '. ~ :'1.· :·· . .. '• .. . .. : ,.. 
. · ~· ... ·: .. ~ '• ~: ~--· · .. : 

; . 
~ . 
I < 0 ~ ' 

... ·. ' 

\ 
. ~· ~' . . . ~ . . 

.•' " . . . . . . .. 

·. , .. 

. ·. . . . . . i ·. . .... . J , .· · , ,:· • • • • • • 

-'~~opC?si:t_ion. __ ·~ ~·· ?·.-?:<, .. Le~ · .. "\,A0) ~ (~·,Xo'J >~e. an, i,p~~o..sion ·.:~· .. 
. . . - . ·,· . .. . .... : .... . · ... · .. ,; .. ,· . . ·. : . ·,.: ·.· ... , '·>·' · . : · . 

. such. ~hat -· ·A0 ~- ~0· . is a c,?-~ib.r<I~'!~ri ·in_· !op.: ·)"hen. ,_. . .. ~-, ' · 

~:~ ~. .. ' 

. •',, 

· .. ,' 

, . . . 

... 
• .. 

~-~·.<it0} .·c.T~: (x0~ .A~ :i-0.)_ :·_is::-~of~~:ra~i~~; 'i·n :-·~6~-pat~ • . : .. :· ;, >··,·. · .. · _,.~ . ._.:. 
I, • I • - ·,., o • : ' OJ, o I • ~~ < · :. ' 0 ' ' ' , 1 •, ' ', ·'· ·' ,'.' ' ' ' \ ' • 0 ' ' l : 

. . . :: , :.:~,:.-. .. : :--.-_.::- > Pro~( -., ,-: .. :. ; .. ~~n~.i~~r:·_th: .. !o_~ _i.~\ .. i~g:.::~_ii~·ra~; .-:. ·· ... :· · · · ··.· .. . · · ... .. ,·;: ·:.. ,>: ·.-· : ' :' ~ . 
.. . . . . , . . ·, ~ :::~ 

; ·: · .. ·:.:· •. ,.... . . . ::(A'· ;A·') ~ .. -: .. . j . HA·;~~-j'. ·.·:··.' ·.. ,: ' .... ··. :'·~.: ' j .. •, ~~ .. .. , ·,.: . 

,,:o . ,, ~ . , :~, ,.: , . . i 0 rf . . .. · __ ;·_:.·._. ••-~.<1. ·_-.-~_.:.·_._.:~ .. ~, :_ ) :.) '. ~- .· '\,: . . . : . • 

• ,' ! 

.... · ,· \ ... ·' 

.· .... 

. ·. 
f ; 

' . · ... 
: · .. · . ..... 

. . : 
'. · .. · 

. ' ~- . .. 
. : ,. 

·~ 
. . 

.. .. ' . 

',·, ·'• I ' 

.·,. 

· -.;.~ 

-~-~ _ :·.;·:- ~~ : ..... 
. ... -~. ·~· ·. 

. . ~::; ... 
·. ' 

' ·\\ '• ',· 

:r 

,l . 

• t~ ' • •• 

• .f ' ' • • • •. 

. • . . 

. 
' 

. ' . 
: · ,:•· · t~dtx0J_ .. ..,.._ .. -·· -: __._~ cx~:~:-A1 X0~· .- ;·_ .. ·.:._··._l .··· ... · .~ .. :·· >·._:.: .. ·.·. ·, . .-&.·. 

• ' · ~·· I ' ' ' • ' • o ';- • ·~ ! ' ' •' • 

... Tiffs ·i,~ -· ·in.~~~j .. ·~:. pu~hou~- :in _TQpp.air:: :' [s~e §4. i~l ~~· :.. . . . . .. -~: · . . -.:.· ·.:··~···: \··y.: 
, ' • ' ~ ' I • ' ' • • ; o ', ' ' , I I ' , Q ~ • J 

o •"' • ' ' • •' • I • ' ; · ... : < < . ~. ' "' • : .... ·~:~ ' o ... < • 

.. .-~~d.: i •.. ·i _s .. ~ , 2.~:·f~!)~~t-i~J): :i.n.· .. 1~pp:a~ -~r ~~o~~·_tion _:~~~i~ v, ~- :.~_ ·· ··: ·:::· 
. ·Thu$. bY-:Prop6si~~on :4:_•2; 4->·.- . ~'· .. i_s_ ·a. c::ofihr~tion · in:. Toppair; · ·.· 

~ : : . •• J · ·· ·.~ . .. :·: · . ~ ' •• o · · ,~ . :: ... : .· · :· 
, •. 

,. 
~ · .. ·~· . ·., .. 

··.· . 

.. ·:. · . 
. ·: . ·. ' 

JJ. 
•. . .,. ·· .. · -·. . ' . .-·} . . ·· 

'' • \,' o '•: • "f ', • ' , • :' ;,' I • 

' ' '.' • '·,:. ;,! :\, '•: ,= ',< ~. • ' o • ,I ' ; o : •' ' I : / ' ' • • .- ' ._ ' ' < o , ' t ' ;' 

:·-:Gor~ll ~t.y .4 .:2 :~ 1~<~: .. · .L~tt .- X-¥.; X.i ~.)\], be a ~f~yer-Vf'et:o'ris; Triad~·· .> 

. ·{.'e . .'' ,_y ·· ~ . . ~1,0 Y2 ; '·a:?~· ·. ,'~l; X~,. ·. a·r~ . c,Io.:se~ .in ·•, Y:; ·, .(see: .. ~r~~~it·. '[ l .] )-._ .' ·.:'·.;' ..... : .. • 
·, . . · .. I\ . ' ' ·:. ' .' ·~ . . . . ' . . .. ·· · .•. ' ·.. ·. •. :· .. . . . . ' . '· . :_. ": ... 

-ryten i~:. v0_.:= . .-·: 1 . .. Yi _,._:J~1~\jJ.Y. (Y:..~2) :·.and .. cv,.v0~ ~q;Y1) ·· ., .. . . :·· . .. 

ar~ :.Toppiir · ~o·f~b·r~iion~· .. ·. ·· · .·.: ·. · ·: ·· --~ · , .. · .. . - . ·, , . ·· 
' / • ' .: ' ' ' o 1', \ o ' o ' !' ' • .: ' o 0 ' • ' ' • ' o ~ ~ I ' '• I • • ' ' • ' l • 

. _, "' · . .:· . ·-.:' . 

.· ... 

.. · . . 
i .. . 

. · ' . ·.• ·'-. 

_:: ·: pr~~f: ::· . ·.·F~~; .~he · fi'~st , pa~t · .. t:~~e:- ' ·~6 · ,;, .. yo•\l · .. ~;,!z_)- .. ~.- .!L :_~n,;_.tfte: _: 
I ~::~ .· :· · ·~ ·.· . . :· : ; ... · . ·. ', :· ..... ..... ' .' ~~ -. ·. · ··. ··: ·: . . . -~ . :\'•. . . . :_ \, . . ·. · .. . 
,Propositi,on. : F9!.''t~e .. ~~con~· part . ~ta:ke.;_- A0: = -:Y~~x0•. = Y1~A ":'· Y·. j.ri . . 7. : . 

.·. . ·~ ~ ' .·.· ... ( 

' . 
. :. :· ·.··. - ·._ .. ... 

~ i' , · ., 
-... 

' :. I 

.· ; . · .. ' ·. ) :-.; .' . . ... ·. ·, •·. . 

. : .-.:--·· .. ·. th_e .. ~ropositi()n: ... ·:'·.··: . . · . .-··.-4 . 
! : , • • , ! . , 1 

0 , ' : · ' • , ~ .. ' ' • •, 
1 

' • ' ' I ' I I 

· !'. ·, •'. 
• . ·1 ·, •• ·.-.:- . · , ; ,· 

~ .. -. ... 

:._ .. .:.·. _, . 
?. ·. . . 

1] • -: . 

).· . 

.. ... 

--·~ - . .. 

• <tf'" • :'· 

-' •-:; .. •·. 
·. ··, -:'~., · .. 

· ' ... .. 
. . . · .. . 

I: , • 

. ' . ,.,, . 
' .. 

-~ .. 
· .. · 

·, 

' . ": 

'• . 

-. ~ . 
·. ·' 

':: .-· 

··.:~. 

.•.. . . ' ' . 
.·• . · .. ,, 

; • .. 

.: ,·· . ·· . . · ·.· 
" '.• 

. ... · . ... 

'.., · : I 

· _. , ;. · ,, 
I ' · ... . 

, ·. 

. : .. , ·:. ·. :- . - ~ . / ' 

:e· .. 

.· .• 

' ·' · .. 

. ' -.
•' '• .! _ : .. • • • . ··.· 

.. ·: 

' ~-. :\ 
// ... . : . 

~ . . . . 

: . ; ~-
·· . ;· .·. , · 

·.·· 
I • I • • , / ·_·. : ,· .. ··' · . . 

· ·· . . . 
.• " ' ;, ·-. 

.. -. ·' ' . 
.. -:~ ~ ·:· ·- ;_:~' ~.-_:__-~ .:.·._-~-~..:..__·.:.._ :__ 

. -; 

.. · · ' :-,· . ... . ·~ '.' 
~ :; ~ · ... 

.~·~· ·~-"'-· . ~ ' ;• . 
·· .. ·. . :1·: 

... _, ' 

.. 
•• • • • •. ·.··. • ~ .. ' •• •• ~ • • • ...I • • • • 

. .. : :-: :_:,_ ......._,. , :..:_·· · _:_;-::..:..:.....:....;_...;.;_...:....:_:...._......:.......___:,' , ·::..:• · • .::.......,u ·r . ' 



. .. ·. 

·, 
··~ 

· . ' 

. t- . 

. ·. ~--- :·· . ,·:.· 
... , .... ·.:: .. ·. 

·, . .. _: . 
~ ,..· . ..... 

.• ·I . : 

··-,:-

·.· .;;.... : ...... · . . 
I. '• :~ ' • ._ . 

. .-

.· 
.. ' ~ ' 

I.·.· . ' , . 

.. ·. 
: •': 

, . 

. -·· 
;·.) 

: ·. :.r- . •· 
;, · ... ... . 

... 
-··· 

·. ! "' . . . ' '1 .· ... . 
. · ..... 

. .. . . . 

' .· 

~ ~: . 

···. · . .. , .. 
' ..... . 
'. ,_ .. · 

,, ··.· \ 

-.: .. · ' 
•,' · 

·. \ } . \ 

-· 

. . ·· 
~ . .. .... 

·-; 

-: 
. , 

. ·: ' 

. '• 

_··. · .. •, 

~:; -.. 

. · : ' 

· . 

. ~- ' .. ... . ,_: , 

- '· 
' • , I 

• .. ,. _. . . ~ 

'- . •' 

~ · 

.. , . 

· . .... -._ 

:< .. - .,·.· . ... : •' ..:. ... ~· 
, 

··;: ~ .. --. .. ·:·:-... ·-. ·-·r 
. . .., 

. · :. : 
_-;-, . 

~ ... ~ 
. • .. . ' 

ea·. :· .•. . it,; 
, ,•·. .. .• .. . 

'(iii) . : A. fl .i . = A· . .· . - _ ... o. . .. o. 
: .· . .. 

• 
1 

·_. .: ··(~v),· : X~LJ .. ~ ~.: .~~ ~ ~-,._. ~m~~i~s .: X-0.-u. A:c.t~ · -
-:.:_ 

. .. , _ 

· ,. - 1.·:·• : 
.. •• ·" . i' ' . 

i"· . 

.... , 
-~ . · .. 

,' .. , ·.ill .. . 
; 

. ... 

.:· ·.: · 
' .. ... 
. : - ~· : .~- .. · 

~-f- ~ ~.-.. ~ ... 
. ... ,. 
• .. ,; 

. " . . ~ 

,• . 
:. . 

. ,·_.. 

. ., 
• . . . 

'• . 

. , j 

••• •. !·_ • 

t ." -



. . 
. ... .,:.? • ~ · ·': 

.. . . . 
I 

·j . 

·.··., 

...... 

' ' . 

.. ~r . 

.._. -:·. 

·~ 

\ 

.. ... 
' ...... .,. 

. :· :-:··. 
. ·. 

. ··"- . .. , .... 
,, ; 

• e~ : 

. · 

... .. 

. .. 

._; · 

e . 

· .. - :: · ·' ' .. .. 
. •· 

' ' •,\ · . 
t ' ' . 

: .·. .. ·:· ·, : ' . 

... · -. ~ 

:·· : . 
. \ 
... · 
,·I : 
• f · 
-· 

..... . ··· . 
.. . i, ·: 

.. . .. 

'· 
. ~.. . 
;, 

:.; . 

... 
l • ~· . 

.· ... 
. •, 

.-: ... .. ... 

• : I ·· . . 
. . : 

··, 

.· ·.· .. · l: . 
::'·' '·"' 

· ~ 

' ·'• · •. 
' ... . ' 

: .J,_: .. . .· .. . ~-

. . . · ,· ... : . 

. ,•·- .· :: 
' : . ~ . 

· ..... · ' .· : 

,· - .}~ · ropp~ir . 

? . .. 
-:.: "';. 

. · , _ . . . 

.·-· 

.. 
• 

·~· 1 • 

. , ·~; 

. , .. ... .. :·, 
·.• .. 

· ..... . -·' 

• ', • ~ I .. , .. 

.. · ' .. 

.-·· 

·. : ~ 
' '~.-,_ • 

. ·.· 

. . 
. . ·· .... . . ,· .,! ·. . ,_ .. ·. · '. ·t 

----'-~;:.- · ·~-~-'-'-......._· : _.:.:~-'-~ __ __::...:.:._. ' 

: ··, 

.'( ... 
,( 

: . . 
.• 

' ; • I 5 · . 
'· ... 0 • ~. 

'··. 

. .::. 
: ·r .· . . . . .. . 

4 : . . . ...., ·:. 

. : '·. • ;! • ' 

.. 
' .. ,. 

. . ·l ....... · . .... · . " ... · . . 
' ,. . , . 
~ . 

l'· 

··. · : •. -- '":: .·' . ~: . 
-~ ':.. ~- '· . 

\ . .. ~ 
•, 

- · ;- . 
. ·: .... 

·. ·: • . 

.. ··.'· : 

·, 

:. · ··': 

·.· 

· ..... 

~.:.':: ~ ... 
I• ' , ' 

. • _., ... , .. / ·!"• 

. ~ · . .,.. '• . 
. ' , ' • ~ 
:• ., 

;· 

I .. ··- .. · . .... 

. . 

.... 

··.•· 

, • 

. ' 
· . . 

, . 
. ··:,•.:: . ,1- • • 

·' .. . ··· . . ·.: . . :· . . .. 
; , f ~0 ·~: ,P • ' : ' ' 

·-. 

', · 
• ' ... 

. -· 

. . ·· .. . 
' :.·:.. ... 

,. 

' .. .. .:· • . 
: , :: , . . · 

•. 
·~·. 

-.. •. 

· .. · . 
. ; ' .... 
(' 

:-. · ... •, 

.. · .. . · 
.•· .... 



. . . '· 

I • : • ._ : 

. :·· .;;,
'~ . .. 
· . ~: , . . ·. ,-;;, 
'I; 

.·,, , · .. · . " 



... 

.: 

l 
l 
'-.J . 

. · 

I 
I" 

l 
l· 
1" 

·' . ,. 

··.· 
~ ' • . 

'· .. · 

'!.....: 

, • ' I 

~ .. ' . .. , .. 
. :, . . .. 

.. ~ . . ' ·0·._, · 
•. 

· . .. . . .. .. . .· ~ . 

•' . ... . .. . . ,: ~ 
. .. 

. . _.,. · . . 

' ·: ., ·" 

,, , • ' \,1 , • _.. ' 0 I ' ~i~ , 
. . !' , _. ··~~ .. _ .. · .. . , ·· • . . ' . . "i . . .. ·, ' . . · .. . · ·-·--";"~~-.:. • .. :· ' · ,. . . . 

' '• ... .... ': :· .. . - .· '; _ ;~ '!} ' ; . 

·'· ~ -

·--~;-_ 
' . 

~ . . ~ . 

. . · · .... 
~· . 

I :• '• . \ . .. , ' •,' · . · 1 , . •. 
. ~:. ' . ; 

\-.: . ·::-· .· ···. 
. ... ·, 

. . , . . ' . •\ 

~- ~:. :' 
' .... ·. · .. · .. 

· .. 

'I : 

;. 
' .. . : .. '· 

, · . .... ·, · ·, ' . •' 
· .· . 

·, ' l I ' • : .~· ,. ,· 

·· .. ··· . . .. . . . . 

' ~ ; ' ,' ', • / I 

'• .. ~· 

··' 

. .. 
-~ ... ;,r • '~- ', ' 

·;--- · . ·.~ .. 
. : ·· 

\ · . 
.. : . 

. '' 

... ,• 

: . : . . ... : 

: . ~ ... 
, , I o ~ :' .: I 

.. 
. ·~:. ' :' .. ~ ·:..: .; ... 

:· ~-~ . ·:.• 

. .. : ;' 

. · . . .· . 
. . . a:. _m;~-~ . ·:ftii.d_ ~- -:· : :· (~;:A0f +. _CY·, Y~·) ~. · :._s.ives -a. ·.~.P · ·· ..... · _. --: ..... ···. ·· -· .··:_, ··. · ·: .. '.' .. 
.... .. ,.· . -~ .· .. · .·· ... .. . ' ' ' . . . .. .. .... ... ._:_,.. ..... .. 

' .. :. ·,. . . ' .,... :~ -~ . :. · .. '. '·(A A') ;. . .... _.; :·: · ... . ; .' 
·.. ... ·· .····._ .. ··· I~- - {·YA::c·y,y·· ·)· ·: .: : · - o )· ·-·· __ _ -.. · . : ~- -- .. . . . . 

. .. ·.· ·:. ,. ,. · · . . :-::,c..: .- . ' ·'··o .. . ; . .. ·;.;- . .. .. · . . .. . .... . 
• • ' • ...... ~· .' ,' • • • • •• • • • : • • • : ·:, -~ . ' • - : · · .: , . ' . ( ... ... 

0

1,: .. ~ :~- ~ ~ . •' 0 

• I I ' 0 ~ _.' ~ • 
0 

• 
0 0 

I " o I :.. I 

: ' ' • o : o ' o ' o • ' t o ; ' ' ' .', ' o~ < ' • I ' o o • I .,• o :, ' , o, o : I o , ' • • •: ' ... ' . ~: o o • ; : o o ' o 'o 

·. Hence· from· 'Diagram 4~ 2.1~ w.e get . -t.he . folla~dng· : conimutative · · . · : 
; •. ' . . . .' · ... .. . ' . . ,' . . ' . · ' ' ;,· . . 

,' . .. . .. . ! ·. '' . . t\· : ·~· ' ~ :."· ' •. . . ,·.:·. . ·~ . 

· <: ·~~: · __ .. ~.:·· .... ·-.:~\~· .·~:; . .-.::-·/ '· .• --: .. :.'" 
: . . Ji'·, '· :_.-. :. '.. . ·: ·: · . . . \•-

· · . . .. : _: .. 1! :. :~. . .. •' . ' '.' ·. : . ,.. .· ·' •. ···: --: . .' 
t ,,, ' • • .. 0 .;· ( ,, • , · , •' 

0 
_ ' ,• I .:. > ,. •. , ' ~ ,

0 

·.: ~?· • 
0 1 

.. ·.· .. _';.:_' ·' · . •,'·.,; .· · .. >:~ ... ·; .- .. ,: . - .·~ ·-.'/ :: __ ; ··_-~-· :;: :_::_ .... ~ - ·-·_ ::. · _·.: · .-- _: ..... ; ._ .. · .. 
. . . . . . . .. ... '. . : .··:- .. ~·: _. ..... :: . . ·.' ; :.' · .. ;: . .. .. 

•. ~ ' . ·>::: ·. ;_· -~· -.:-~~:; :::·~ .·<''·: .. ·.· _··. ~: -~_. :,:: ; ... : __ · . _' ;··./:~ .... . ·· :_:_ ·.~ .:-' ' .- ·._ ... _.:-.:· :_.>. . ~ - . :_.:· : __ --_~_-_ .... ~ .. ;.<_.;,_::':-·: / ._ .. :_.-.. .-:- .. ·. / ·. -. '_:\::· _ _. 
... \ .. ·:·: , . - '·· . '' ' · . . . , ·;. ,. . . . ... . • ... . : . 

-· ... .. . '' .',J:· ' . : ~ - .·. ·,· . ·--.~··.:·· . _. :· · .· . .:::_.._ :· .':' . . · ·~-·~· ... _ .. · .-·, 1,, t ·' . . _:~_:. · · , . • .•. ' .. • ' , . . • 
' •,,' •' ;:~.~ • ,:,· ; :; " \ • • I - ; , • • < .. :.. . . ' . ' . . . . to . . • • · .- · :· • • ... • ' ':: ' • •• : · '.. '~ : . • •• : •• • • , · ' : • • •• • : '' " · , ' •• ' 

. ' ~ . · . . .:.· . .. _ ._:- __ : ,._· ·---'-···-·' ~· ., 1:.,'. ·:._. -. : _~-~-· -· ._ •. _. __ :_,_ .• _ . ....:_ __ ._ . . · ~ , , . .. ~. .. . . . ; · . ... ' 
,.· ·..:._• t..L ~·- . L,_:_:_~~- ~:-.: . · ", ,' . - - ----

.. ... 
.. . .. 

·; : .·: . . ,' , • 

; ': .· 

• ;,~ ~ 'r , 

·· .. 
~ ...... 

... 

· . . , :. 

·. ·· ' 
··- ; .. • .··: 

, ,•, 

"·'·' .... .. ·, ... , 
,· , 
'•.: .. 
-~J~gr~::>_, .. . : .... 

, ·. 

.. . :. .· , 
. .. ·. 

.'.·· 
· .. ) . .. 

.. ·:'I .. 
: , .. : , .1' ' 

. '· 

. .. . ~ . : : 
· . . . ·· 

.' . . . . . . ' ·. ~--.... : . . :./'· 
.... _:·.: ., 

·' .. 

• • ,I• · ' . . ' 

.-. ·:: r.>!.·):.:.---.~·-· ·:·::. 
.. ~. • ' , !> ,,' ·.· 

- ·· .... . 
~ : . . ~ .. : ', ' . 

. : .. _~ .. 

.. : ·· 

', -: .. )' . 
. :: 1 • · .. .. . , 

,;· . . ... ·.· 

. ' ·.• .·: - -~ 

~-~~:~_·.- ·, ,. ·, 



.· 
~· . . 

.. ... 

. :, . · .. -· ~ . ~ . .. 



. . ' . 'r ',.,/ ' .·. . . - ' .I ;. , . . • . 

. i 

... 

,. 

\ ' • . . . 
'i ~ - . . ":~ . .. ~ ·~ ~ . . 

_·. -·. ~ -.:;_·._,_ ~{.:.. _-~ · -· :'-':·::·: ~ : _ . ..: .'.:·~ 

. :~ 
. . .· ~ ·.' -:.. . .. •, . : . . . . ~ :. ·::. 

0 0 

• , f > 
0 

·.~ I 

0 

O 

0 

~·•J/, ; i • : • : 
0

, 0 0 : • , J 

' ·, ... . .. ! ·.": ··. ' . ,; ,; .. ::; . .. ~ . . ... ' ' .. ' . ' . . ... :• . :~ 
: { . , : ' ~ .. :, o o I ' o J • O ' o' : o I ' ' 



... ,. 

. ' 

.. · 

'.'· 

' . .. ~ . . 

:~ . 

•' .. , .. 

. ' .. · ' •, 

. ' ~ ' . 
.· ... 

. : -·· 

~ ' ' . ' . 
-~· .. ', 

' . 

, .. 

·' 

· .. :·. 

~ ~~ . 

' . .:. . 
·.· ... · . ... ' 

. : . -· 

' . ~ 



. ·~·· 

:· ' 

. ,·· ~ 
.• 

..... . . · .. · .... 
• I ;·'· : I.., - • 

.··: 

:•. 

.··. " 
· .. 
!I 

... -~ 
\ ' 

. :""·. 

-'·':"'': :· . 
. . ,· ~ .. 
• .... 

...... ·· . . 
.. ~ ·• ·.:·.~· .:._<: '' 

· ·. 

. · 

. ;. 

· .. .., 
. .... ·. ~;' : . . . . . ~ ' .. ''i 

:.-·· .. :· } . 
I ': 

. . ' 

. .. . 
. . 

· . . '..: : ... 

. ·; . 
... . . 

' . . . ··; 

,1, • • • 

:, . ... ' ... . ··.•· ..... :, ' .. '.'·'"· . ,. 

. ··. -. ~ 

..· .. ' 

.. 
• • ··-=· .... 

~ I; j ' .- • • I, "/ ' ' 

.. ; .. - . ~. . . ·;.:: : 



I l· ' "' 
' .• .... .. ·'' f~ ' .\ ·.: '• ._ · ,• 

: j; • ' • I•; J, • • ' 
. ,, ' ' . ' -: ...... . . . . . . . ~ / .· ( · .. .. : •• ! 

. - ,. 
4· , ' •' ' .. , . .... - ~ . . . .. 

' i ., - . ,fl.. ' ' 
,_, , . . .l ' 

n· '· . ~ . 
.ti · 

. "'·~ :: , . 
' - •. 

'\. - ' ·_ ' / ......._, ' 

\ .. · . I 
~ 

• .. Q, ' • 

r. . :~ ' 

' ./ 

' t t ,. ... : .. 
·, '. . .... ·~ 

102. .. 
4 '( I o ' 

. • ~ -
. I " ' ·· 

.• • IJ. : ' .. ' .. •:·'·.: ' '\ .. \ ,· : -
..:· ,: . ··/' ._· .·._-' 

TOPPAIR RET!tAC'f.lONS -: 
. I. , ' 

. ~ •I ) 

. ~ . , 

,! •• "' .. 

·" ' • . 

,. ' .. 
. . . . . . ~-
. ... t..> :. . ' 

_.: :Definition 4 ."-3 . 1'.: . -1\ subsp~ce : (A;~O~- of.a space 
. ' . . . . . -·~ .. ~: ...... 

cal _lcc!_-a RET~ACT o_f · (X,_X-0 ) if ~he incl uslorr · m~p . 

. . . . 
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, .. 
·K(O)(-) = = f*h = hf. And 

i.e. 

K · ·is a . path 'between hf · and· 1. 

" · ... ~ . ' · 

.; . .. {Jsing the' 'expoJ:tential ~~w. · \ofe get.a hOmotopy ' 
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, ', I ··,.. . ... •, ... · -:· _,·. ,., .. l' ··· . . 
And .- K(''1',.0} -_,;, .K(.;;,1h: 

,... . 
But :_--IC(-,0) .= IC(O)(-) = H . (0)(-) .=. hf. . .. '. · 1' . • ,· . 

. ' . ~- . . -
. ·: : ._- . . : ' . . . '. \ . (X,X0) · ~ . ....~ - . ' 

' : • I ' 

and 6 ' 

~(-,1) = K(l)(-) = Hl .. .... (!)(-~· =, l(X X·): · 
· · . (X7X

0
) . ' 0 

So t ;· ~f .::: .l.(X,X . ) · .~ '(X,X0 ) x J ..,. (X,X0). .. 
' 0 •' · . ji•J 

But h does not ne·cess~r11y induce g since we 'simply have that . " 
&J~(x·;x0)-_J = h . and g(K)_ nee.9 -n~t. equal -h* for· JC .f 1. 
.· ,. ·';·- , ' 

Ho~e.vei, s.~nce . hf = i : we ~ say .that 

(bf)~ -~ ~· .x ·(X X: ) · · for ·all (_Z•Z.o), i.e. 
· (Z , (Z_,Z

0
) ._. ' .0 ) 

. I 

'I' • • •• · : . ',, . 

. . ... . . X . JX,XO) . X . (X,~O) · . . 
f*h! ~_ - 1 : ·(z. , (z,z0) ") x (I,.I) + {Z , (Z,Z0) . . .. ) • . 

' . 

. . . ~ 

.· : - f 
I 

· B\lt · f* · and _1.. -a;re homtopy equi~vlances. · Thus , by 
. ' ' ' . . 

.. P~position· 1. 3.p 'and ·Note· 1. 3·~ ? . so. too · is h*. Now. we ·have , · . , ' \ i 

·. 
tfuit• f is: a· r:ight inverse·' for ·h • 

·, . . . . . .. 

" . 
inverse . fQr . !J •.. · App_lyipg _the _ar~nt -abave to · 

' . ' . . ~· . . .' ' .... ' .· ..... 

0 · ... . • ' 

. . . h*· 
t · '. ? ·. 

· Now . h*·. ·J..s a hoootopy _.-equiva~ence,. · .;~ ~h~~ e#s~s 
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r : such· that rh* = 1 · and .. 
h*r = 1. 

) . 
~t .r(l (Y ,:Y 

0
_)) "' ·q : · cx,x0) r+ (Y, Y 0)' and we get 

qh = 1 (Y, y ) . : . 
.. . . . . 0 ' 

. .L ' .. 
Now ·· qhfh. = .. -~~-~, -~· _£.If J • . : ~ -.7' · ~ ; : . CA,A0) x ·. r -.~ · .c.s~B0J. . ·. 
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i. e. · f is :a· .left homotopy inve;-se for · h: · .Hence ·. h is a 

)loJII()fiOtpy equivalence.' But hf ,; 1; 'hence £ is a homotopy 

equivalence. · 

II .. 
' ·Propositio~, 4.5 • .E1.: ff z is Hausdorff .and B. is locally . •. 

e~mpact and·Hausdorff ihen commutative. Diagra~ 4.S.S _is .a ' 
. ' ' ' . . ' . ·, . . ' 

P,JShout ~ Toppair'·if and only if commuta't~ye Diag~am· 4.5.6 

~~ a pul·l,ack in Toppair. 
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Proof: (Necess~ty) . Let W be locally compac~: 

.,. 
maps. such __ that q

1
· o f = ·t
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o:. g. We need a map · 

.. . 
U9 . . 
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. · ·, .. ·. ..8 we· .. cB·u_c-,s~w~ri) : . -.- . -_. · ~ ·. ··. ·. · . · ---~ 
cw~w0). - +. ~z ·. ;(Z~z0)_ . ·. · .. _··._ ·· . . .. : .'). _: makiQ~ _ Qi~gra~ ··.4- ~ S.-6: . . , 

' • ' ' • • ~ I ';' ~ • 4 , · , · :, : ,4~. I • ' ' : ' '!_ \ ', ' , ••' •: ' '( I 

· CODIJ!IU~e. .: l!sing.,. ~~e .¢xponenti~I'-.1aw for Topp~ir ;. Diagram -4.5 •. ~ ·. ·· . . . . ·.. . . . ' . . . . ' .· . . ' . . .. ... . . . . 
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But. '~he above · d~agr;1m 'is· 
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(Sufficiency) 
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the . following comm~tative· diagram in Toppair: . . . . 
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' .· . . .. . · · ... •, 
: . ' ' .. • .: 
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0
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··: .... ··.- '\, .· i\. · .· .· · . .. .. .. ·:, . ,"'' .. . . '· 

.. '. ~ 

' , • . ·.·_ . · ' : 
' F" • 

-~ · .. , .:. 
i • . ,·. 

' · satisfy_ ·.f(a) = p(d}. ·:·.then .f~ere . is·.- b. ·belonging . = ·:. 

. .. : . 

' :", ... . . . :·:· ·. • "' •n:( • • 
•, 

' ' ',.: . --

... I o 

' ... --: ~ ·: . 
... ~ .. 

, .. 

· .. : 

. . · 
. :: .•: . 

' · ..·:· 

<. ·.: ·· . J . 

. . . ~ ·. -'. . . ~ . 

. .. · 
. ;<:· ,•. 

•.. . , ·•• 'i 
~~ . ,·. 

·-~· .... . ,· . ..... : . . 

, '• I ·, 

' ; 0' ' .-. I • • •. _... • 

. >.: _:_ · .... :. -
. ... :. ·~ , .; . 

- · . ... ' · :.· 
'·.: 

·.· : -· .. 

! . 

{' 

' ' _. ·-~ 
··. 

. ..... ; 

·' 
. -: • .. .... • 

·-·· ·: ., 

.' · ~- o o I 

. ·.· . 
. :;·::. 

·-.·.· 
I , • ' 

- ·. '·,· 

,' J • = ... .... . ' .. 

' :-· 
... . : 

.. .-: . 
• • l .l.." . 

. .. = 'ci.·. ._:: ~:·~ ·.·: ·"; : { ~ _:, :"1.· ·.· .. ·: . 
.i9 1r0B ·~u~~ -· tna:t ~-C~) ·: :: , g·,,,.·.· p. (b)_.~· :·:":· 

. . . . - ' ~ ' " . 
' . . 

-. -:' ., . 
. · .. ' . ' .·. -1 t\,:_, .. : _.::1 ''\[ ·-'' 
·. '·.{ii) . Im.(!i} · =:J . ··(d ).(\ ·p_. ·. (a .) ·' · .. . . ·. , ·' ~'· ... o 

• . ·: l 
• • • .. ~: l 

.... _ .. 

.. . . ' . . ,. · 
' . ~ . 

' ' . . . . .. • ' . 
-· · "'· 
• ~' I ·~ 

: -...... :. -~ ' I ' .· ... 
·' ·. I •t' 

•. I 

. _ .... : > \ :' ~- !' ,._ 

.. · 
· : 

. .•. ;. 

·, ,., 
. ... 

.. : ·. -;,-, '. 
. ·.· i .; .•, . 

l •• - • . , . I •. : . ' '\,r · ' ,- •. . , • , . . ' ,• . ' • 

.. :. '.(ii~).:··:~m :"' . !>o :_:.- ~_..\, ._ ·:::: . . .·. .,:·· ·. . .... ·.· ... ·a· . ·: ··.-·. ·· · I 
·· · ·' .·. :~ l;vi•: ~~~r2 , ~ii>~~.&t~: ··ci~0J . :.~i•fi:' '·: , . ' · ·: •••••..•... ·, · ~··• • · ,, :, • . · ··· ·[: 

.. · ,··· ... . · ) .(y
1
) ··~ ·._A .Cr2) · i_~--~·9-·_"onlr.· :ii. tli~~e· ·e~ist_. ~~~~~nts · , .· · · ·. ·, . ·.' ·:-.::_;·/'!': . 

. ··. 
. , . 

',• . 
'!'' 

.· ··. :. ' 

:; 
, · ' ·' , , . '' 

· .. -:. : 

. . ' ·. ~~ : -~ .. of·:;_;~~~;}_,, ·:a. of·:·.· ·.t>{~~l-: :.:· suc~ that ' .·. · .... ' . :·.-:. ·.'· 

•. ··· ·. ·. • .. : . ~ 
1 

~, ((~)Y~P<!f . :.·,. . · , .. , , . . '·· ... ·· ... · J .~. ·· · ·r 
· ···:(v) :· :· B·I~· ···} :·:·: ii. ~h_._·.~_·.:_ :~ui.l_:.b:~~~ -~i· ·.~. 1\~.' ~- ·~:} · ~ ·i _:{_:· ~:0} 'lr_ .. .' ~{~lJ. ·· · · . . . . . ,. CJ 

• - • • '. 0 ~ • •• o. . .... : .. ' . 
. " . ·.· - ' • ·' .. ; . ~, . :. ·· , . ; -~ ·. · ... _.· .. ~ 

.. ~ 

:' . ~ 
·'·,' 

.;_·.· .. ... .... . : . . =·.>: ;_·. ·:,·::: .·'·} .. ;_~.·.:- ·. ,:.·:··. .. ... ·::. ,• 
- ' ,. : ' • • ~ •: • • ' .. . . ~ ! • 

. , .·: , • ._ .·: .... _ 

.. 
•••• • • ,• ': • • • •• • :; l , .• . · ... . -. .. . .. . · .. : . 

.' ·· 

·:·• 

. .. ·.-. 
. .: . . _., · .. 

.... . . 
·: , :· .. ·. 

, . I .,· .: 

' • . ~ .. 
-~ . : . ~ .- . . . ~- ' 

• •• • •• ·. ' ,< • • • • ,' .: •. ·: · .··~ :·. 

·-,' 

' '::~' 

. •. · •. i',· 
.·. . ... ; . , . . :- .. ;_·· 

.. .. -•-'. ... . ·' .. .... . ~ .:· . 

·: . ( ... >: .. : . .. 
' · , -:. . . .- :··:' • 

,• • ' ," • ' • ,I 

• ' . 
~- - ··~ ~ _· .... .-_I .. 



.; .. 
'I , ' !'. '(' :,' "' 

! : . 

-.. 

.•. 
' :·:· ... 
,• . ~ . 

. ·· · .. .. . I,' ; 

!' , '. 

~·. 
·. :·. • .. . ; 

. .. · 

·. , 
' ) , . 

: . ,' .. ·::-- ..... ..... : '· 

. . ... . ~ .. 

I ~' •, !, : ' 

···-. 
. , .. 

' : • · ........ ·': ' '·· . ... ... . . ,.,.!,• ' ''• . :~. ' .. ; . ~ '.• ... 0' ·.' .. . · ·· ~- ~ ' . 

. ' \ 

. ' .•- ' !\, . : · . "': 

Ji) . Si~c~~ ~(a) ·.=:.p(d) in· .. 1r0~, ther~ · ~xfst~· y ·~>roof:· 
. ' . . . ... ;·. .. .· . ·.: ': . : _·. ·. · ' 

· ·. ··.'· be~anging. to .. : C(p(d}', f(a) Y ~y ·definit_ion <Jf ·.-
• o • : o I ' 0 o • , o ' ~ o ' ' o ' o : ~ ' , ' • o I .... ·. 

l', ' • • ' • . .. : • • : 1r "'C '. .. .":I ~ ·: '"' ' 
·'.: .. .. . ·: .;· ··.·- ·. 0 , . . .. _. 

', o 
1 0 

0 00

' 
00 

,' ' '• '..;. 1 '

1 

, 0 oj,• ' :.,;" 

i~~~ ~ ·.:·we .have · th~·_. di_-agram .. ·.·_. .-_ .. _.: >. ..... 
. •, t . . . . . ' .. · '," . ; .· 

" ' ~;.;..--~~--...: 

' ., 
•, . 

.. . ' . . . ·. 
:.· ' . . 

' I,~ 
. . ' 

·:.·· ,' 

. ·.· '· . . 
.· .. ·~ ... 

··. ·.·! ·:·. 
' ·. 

.:· ·,··.·. .···· 

' ' · . 

•: ' ' 

, ' 

. , , . . 
. ... 

·.· : . . 

•·,'· 

• . . . ,. 

i • 

.~ · .· 

. . • ~ .. : .', 

... 

: ~ 

-.. 

: . • . 

··.· .. 

.. ... . 
: ' 

-~ . . •' . 

!'' 

. ···· ..... 
. . . . : ' 

. ' ' . ; ... 

.. · : ~ . ~ ; 

· .. . ; .. .... 
,·: 

. . · .. . .... ·. 

· , 

o: . .• ·. ; 

: • ·~ . 1 

. . . . , .. 

. ·· ',\. 

_ .Y :of · · y. : ·)n :: o .-. ~here. 
' . :· . ' ' . '• 

and p (-Y,) .= .. ·Y. : 
; .... ·. ·· 

·;· - .. 
' ' ~ . . 

< - . ;~
· ... ~ 

.: . . :: .. <·.·IP... : .. J. .· ;, ·. 

'j· -~-.. .. 
. . ·.~. · .. 

. .. 
-· ·.-:··.:. . ... ·.:·, 

. " ,., , ,• 

, ·, . 
: : .. ,.' ' ·:. 

··. ~ ! '. . ·.; : 
' ... , .. ' .. 

... : .. · 
,,., ·' 

. . . . ~ ,: o • I ',~ -':' '. 

. ·' ' ·~ . . . .· .. 
:·7:-;·: .. :~ ·_ ::~ · '. 

'• 
a I · , l' . .' ' .. • •• •• 

.· ... 

. ~ . . . . 
.· ·.· . 

• •' I •'' 

~·- . · .. · .. .'·!·').·;' -: .: 

·y- bel~ng~ _to 
. ' • ' 

, • . 

' ~ . ·, ··• . '· . 

o· . ·, ·.-.... 
' • . 

_. so 
. . · . 

c 
' . . · 

D(d d :) ·. ·say, .. _, ·1 -· 
' . 

.·.: 

' ' 

·~ (ir~ ~~ )'- . be,1o11g.~ . ~-~ 
' . . . . . •, _ 

.~· ... 
·' ·. ' 
•• • • j 

. · . . 

.'}26. 

' 

. . • - .l_ 
· .. 

: ... 

.. ' • 

' ·, . . 

.: ... ~ :·-'_-.;.: 
_ . . j 

,; 

' 

. ,. 

-· 

I : o ': 

I '.' 

.. . ... ···.· 

-~ · . . 

. ',• 

.. ~· 

· ·:" · .. . · . .' 
. ·~· . 

•'l, 

.t .. 
- ~ 

.! 

·. · r, .. 

' ·i. 
.f . 

I 
.. ..t : 



,, 

·. 

~ . : '· ··. ."·1 

' . : · .· 

.. .. ... 
. .... ·• 

. : ·: •" ' . 

. . . : 

:· . ·, .. · .. · 
' .t ·, , . ... 

' ,.,, ..... 
.: ., 

<. .. 

·. ':· ; 
, .. , . , '. 

",t : ' .. · .. 
'. ·.· / 

.1:21';· 

' · . .~' ·.· · 

• .. 0 • ~ • 

':J.J . ·"\ - · .-:,!: : ... .. :. : . e . . ... ·. ··.. . . ~ ;. ..... .. ···- ~·. ,·· ... 
. '.'·: · , • . . . D :·.: ;< . ~: .· .. su~h· tha( 'p(yf ~ \Y.·: .: .. . . . _. .. ····.::::·. 

' ' ' o ·~·, • ' , o ' ' • o ' • ' ' o • ' ' • ' I ' • • •' ', ': ' • • • o • ~.- ;' ' ' ' 

:';:: .. ····. · .. . : · : . . :.·. '.·,::·.· . . · .. . ~ :~lp ··· :.:-·.·· ... · ... · ... :.· ··· .. . :· · .· ···::· . ;nd ··; ·~~(d. ) = ·c.· .. : .. ·~_ :.·~~a··-) · ... ·· .. ·:· _ · · :~; · ·· . 
. :: · ·· . . . . ., 0 0 0 .. .. . . -.:: .. :·· ........ · ... 

;. : · : . · ... ·.= ·.-<.':· :~·:·:··.-..... ·.'. ·:· ·_. ·.:Y·.: ..... : ::·· : .. : ... · : .... ~ ·, :. · .· ·. ;: ....... :·;: ·: ... :: ·: .: .· ~ ._;· · ;; ... :·._. \ ~ _ ... :.: :-,; . .- :~:·.:: _ · ... .-, .. ;~ .. . : :,_ .; ·:.::_,· ·. f :·.;. ·~· :. :_ .. ·'-:.':· ... : .. ·.: .. :>.: 
.·" ·· . .. . ., . .). . . .. .. . f·~.1 . ... ... . . . ... ·. p(dJ .. ~i> . f(a

0
).. .. · , . ... _.. ,·· .· 

.· .. " ,., : ~- :.'. :··: .. · .... :.: ·;:··::.···: . . ··. ·.'r:6\ ,·;_ ·.· ... ... : .. · ... · ·:· ;~ :· .... ·>· .. ·~:.: ... : : ... ;:;:_:~.:.: :_ ·~ · .. ·:: ... ;. ::>":-·: .. · ... ·<:.'' .:.': <<::· : .... \. >; ... :· · ;.~ .: .. :.:>:::: . 
• • . :• ,: , •• . • ·. • '· . . . .. \ .. ·:··· ····· · ·~ ·:·\ ' . ·.:, ~ :: ·· . · ·.~ . ·~·, ...... : . •o•· 

, > .:. '. ·. > · · n.~ t~~;dJ _belongs t~ db e: ~w~ defi;; :~(rJ.= xa0:dt:>.' : ·; · ' > .. .. 
·· .:' ·. ,, ·the ~omiJon~nt:·.or =:.~a0_~·'ctJ' ..... :Ln :. · 8. ~ ·we· ~ow n.eed· t;~ ·s.ho.~ ·.th.at j:.. ·. · i~ ·.: .. . : . .. ·. · .· _ .. :.-.(:>-·' 

; .. ' . . -~ ·. . ' . ... . .. . 
well.-d~f.i,ned~ ,SuppQse· y~ . ·also.' ·H£1::; · ),>, .Y.~)a ~elcmgi~g :~o·.' ·.' · · · :· ; 

·.··: . . 

'· 
: .. 

-~ .. 

I , • ',' ... 
,· .. 
• , r.l 

.. '. 
" ' • I 

' . 
' 

..... ' 
. ·.~ .... . ... ... 

· .. ' .. ' . . ... . 
· .. ' .. 

'·. · .. . 

-:.-·· :·· ', · ... · 
: .. :- .. :· 
'- ... . · , :·, · 
•• • • ,I 

.. ; , . 

' ····· .. 

.., 

. · : . .. 

D(d0.~~ i • ~a;, fii [~ (y~) • • -~] an"'! • i~entity at a
0

: ; •. · ... ·.·· .· ' : •.. • .· . . · .. · _ . . ·. 
,>: . . - . tr",.Y~r-1) : ... ·: .. '. ·.: .. ·.: ,.. . .. . , ....... :,'.;·. 

.\..... . . 

I ' ' ' o • • I " • •" I 0 . • •o • ' 'w ·,.:• I: ~ ' 

.... :· ~ :=_ r_:·: ) 

, • ••• r .. :- .... 

.. -~ 
I • , • 

. . .. · ··.·:: . -~· . . . 
... ' 

. . . ' .: 

. . . ···~· 

. . . .,~ ~ . ' 
• 0 . ... ·: : l ':.' 

· . . ·'" .. ' 

. ... · ·. 

. . . . ' 
I '• ~ 

. . . ·_, 
• • ·: • :·~. :. .. ••• • J 
. ' • ' .. 

·' 
' ; :; ~.. . . . . . ... . -:-: . : .. ·. . ... 



. ,. -· ,, · .. · .. . · . . 
• _,. ~. ·.: Ci• ',, ' : 

. .. ... .. 
.. .. ... , 

. . ~· ~ -
. . : ! ... _ ~ 

· .. ' 

. . 
,.' . · · .. :, u ,.· · · . ·. t: . ..... · · 1 ~- : ,l •. ••• :. • • - · ·~. : :: *'!":-4 ···." , . ...... ... : -:-· ,· . •. :. ... ~ ~ ..... 

:' .· 
. · .. :' -~ -

. .· . ' ' . .. ,1 ' 

t • • .. ' .. 
'. ' 

--_. ,. 

.. 

': '·;; \ ···· ·:·-· '· ··· 
' .... . ~ .. . , .· ' . .,-

.. . 
: ,.1 

. ~ 
. _ ~,_ .. ···· ~ " · fl · ; ., . . . , 

o ', ,·: ~ • • ' I ' , o •:, ' . . ,_,.. :·. ) -·. . . . \ ·.· . . . . .. . .. 
.. . . · 1-~ -·-i -~ .· · ~ --l· .. u: ·. ·' -: .. '· · . .. _· ·_; -~ . · ·:.\ .,· .. ·· .·'· ·. ,.' ·' .. '·· : . 

... - ~ ... ··< . ~m_,A •::; p_·,.-.<~ol':' .f . -:c~_0};_ · .. ;·· .. _··; __ .. ;_ .··, ~- ·. . . .. <,-.. ... ·... .. . ' ,::~. ·:--_ ~ ,. =. 

· · .· . . .- · .. · ~o - ~rov~· ·th~:_ ~~~~~ri.~~g ·pa~~-.. ~ ~-i - '(iiJ,:\et. ·:··~-. :_=· ~·ci·~- ~;~:-<=i~· · --~~B:: ·~i · >: ·:< · -.-~ :.~.-- -.. ~- : _:, · : . ;.- . 
. , . :.· __ :. _··,:· . · . ·::.· : .--.. ::·~ ·- . ·' . _··:· .. _:.. "' ' · .. -~- ' ~ - -t\,--- - . - ~ · - ; ::_:: ·: · - ~- - ~-. ,. · _···>~-.:- : ·.-· ......... . ·· __ .: .. \ -:.-. .-_-_ : ~~-:.: ·:· .-. :. _ . ,. .1 -~~~<;·_ ·: . ".: . 

·-:i·. _ .. · ·::·· .' ·. , __ ·. · :>~.~---:~~P .. ?.~.~~i .. J?:~b) ___ ~~:. - ~o(_.f:C:~J_ ;·: ~·::.si __ 0 . · -~~~ -~~~~~ - t~a~· ._ ~· - ~~l.op~~: _ . :.·: .. :·: .. ~ . . · . . _· ... _ _.~ < .. ·. :.·-·. _: .. 
- ..... . . . ·--1 "' ··· n· --1"' .. . . ··· . •. .!.-· .. _ ... ·:·· i·: .. .. .... 

. =.- _ • . ~ .... :.··. _-_.to·- -I~---~· - •. ·:~~~:·};t:·:_ ~.a~} ; . ··;· f<--~dp~-:~ -~~ -~~): ·; -..... ·.,: ;;:(.:.· ·:·; _'=-·>· .... ·-·, .:_~ ;_- .: ~" ::·: :·::· --. ::: .:.-.<-:_:,. .'; :· ·i.· \:. · .. ;·. 
... . ' -. :: · .. :·.-._·: ':'· -~.~~- ·w~- _sh~,~ - -t~~t_ .. ~here . ~x~s~:~- .~:~:· . ' ~e-l?~g~ng}~ !-~·;:-.~-{~·~1_ .. . _;~~~~h' :~· · . .- . ,_ ... _../ :-< .. _::. '::·· . . ·, r:...·' ~ ·· .. 
·~ .. ~·" · .... ·. ·~ ~.: . . •' · ., ' / ·., • ' •, . . ·· .-. ··iu ' r.', ·• :, · _, ' :, - ~ -- r.;.. , t'\1' . · ·- · :: "' ·' ·,'\J . '.'. ·. / ,. • 1: ' ,_ . ,•,•. ' \ · : c)'\ ·. ,'·, · <: · •. ,•. . . • "•.' ·.·. · ... : ... ,···• . ·· ~~:t · -:~ :<:,)- ·_ = ·,~~ :.-;· ~~w.-:~s~nce __ ::_ f-~~J -~ - :.: ~~·;_.~r- _:- =1 :~o- · .a.~~ ~:-: _: · .<<~·._.· · .. ~<-: - ·· ... , . _· ,_· .,; ··: ._ ..... _;·_-··_ 

··.· · · · t(~l -~ . ~0': : ther_e. · a~e· .:lem~~~s- CL_ ,_ , :ln_' _ Ac~:,~cP, · .. ~- ~·· . 'in. DT~ri~df _< .;_·_~. ··:: :_.- .-_. ··-~ .: :.:' .. ·. -· · ·· · · ·· · · ., 

.. . . .. :_ ·· -with .: -:i>·cd0j _-_~- ~c~6J· -~· ·c0 ~·- ·::-~-.c~i.::~:-~.c~{- · ~in~·e:·:-:~~~~j:_· _· he~on_is .. :: : .. ·._.:.:· ~ -.-.. ·-·;.:--· --· .-.- _'· :·: ~·-, .,_\- 1 ._ 

. .• , ,· :; to, ~b B; i; e. di~!V~~t+C~ity ~.; Jii~e . / : . : < ·, , :• , ' · : ;; r . 
·, . . · 

·· '· .. ,;: 
·.:· .... : . . . ~-) <.:. 

:- · . . . · ' 

' ,· ·:. 

·, . 
·, . '. ·: : .. _· . 

>. ·.. ' ·" 

. :- .. 
. . , 

., ~ • r • 

·• . 
. · ... 

-·. ; ' 

.. . 1
•,1 •. 

. . . •" ... 
' .. -: . .. . 

"<.· .. . : 
:-.-. : · 0 • · . . : ·~ .. ... ;. ' 

. · .. :·· .·· ,,: '. ·· - '' . ·._ · ' 
. '. :• .. . . 

. ' . . . · ' 

· . . . . . · ·· .. 



. ·.~ 

'I,\ •:;·, .· .. 

. .. '' 

... :: 

... ·· 
. ··~, . •: 

• ' ' 1
0 

• :·~· I 

.. , 

: . 
: .I·. . :· .. >'· 0 ... 

::: .. ' .. ] · . _:· .. ·.: '\· .. . ~ ·. · . . 
'./•-:: : ... · f '•J . 

... 

: . 
. ' '· 

• • •• • •• 0 •. ·.: /• .· 

· ' . . 

'r . 
. ·. :- . 
, ·'c. _ .... . . 

,, ·. 

~ .. . 

' \ . : . ' : . 

... . :; . 

. ' ,. 0 •• •• 

·.···. ... .. ·. 
;; . •' • . 

' '~ ' • • I 
0

• • .J o 

._o I ', ,•' ' 

.·· 

: , • 

' . 

· . . : ·we havci.: · . .. . . 

.·, . ·' ' 

' ' t I .· .. ,· .. 

• • '•t ! , 

.· .. 

· .;. 

. ·. · ..... ... . 

" .:. •• • •"I 

;.-·. : ' --.. · ' . • . . 
. ' ,.· '· "- :. :.., .. .-..... ··· .. .. 
·, . ··." 

' ·· '' 
.... ·, ' 

.· .. . ; 
. .. 

' ~ .. ; • ' . • • ' ' ~' ; ,;;. ' I • ' . ; • • 

.. ~- · :· ·. ··· : ... r.:--:~ -~· -- ~:~'-; • . ... ·· ~· ·· : ~- .. ~-·.· ' .. j ·.: ....... :.-: ... . ...... _ ...... ·: ·. ' . .1 • • • 1 •• • ... 

.. ._· . '' 

· .. 

. . ·".·: . . 

. :" ... "129; . 
0 . ·:. • • , ' 

• I f o •-: 1 

·.· • .. 
. .... . 

. . . . . .. . . . '. ;,.: ~ 
.: o,• 

. :· -' . : .: 
:.- :_ .. ~ :,, ·~;r· 

j' ••• ' ~-

: ' : ... ··- ) . ; .. ~··: 

... . .·. ·· 
. .. ·- ' . ;.' 

.·:' 0 •• :-

.·. 

'. · . . .. ... 

.•:.: 
. :: .... 

.· ' 

•· "· .·· 
.-:·.-:· 

' . 

·-· . 



.' ""·-:::.~:: .\·.·· /Q·(~ .. ,~'"it;:;;_~%+-·i::~,.,:.j;,;,;.~,:.,':\': ... :.,.:,.,~;.,...~ ~!.i..~~-~ ....... . .;.,:;. :,: ... .,;.: ::~~ .. -~1':'"~.-~.:.. •. _";.,., ;; ;: :~ • . _, ... ~: • .-.. ,..:. · ·~~·-~·:: .• 
. :. . ~ . .. . . ~ 

t·.,. 
',1, ... ,·' . . . 

' • ~·. t ·.; , •• : · • ' • • •• : ~ ' :. • ' ·.·· ·.-

·'· : ; ·'. 

·'· 

. ·, 
••• \> 

' ~ .. ( . ·. 
, i, 

·.·. 

.. ... \ 

·. ~·· 

, .'. 

J, • .... ·.· . . ·. 

I f ,; 
,, , ' -

'.·.· . 
: .. .. . . · . 

. . t· ... 

· , . 
·'..· . . 

•' ', 

. • ", ... . 
'· • 

·. ·-..... '· 
.., , 

~ . :. .. · . .. ·, 

. . . 
~ ... :· .. 

., 
'· 

"·£ 
' ' 



• 4 ' ~ 

.. 
'; .... 

~ _ ...... ·. 

·- . ~ .,_ .. 

:, ·:.' 
~- - ~(~ . .. . : ,,. 

·'." l -.: 
' ·-

~ . .. .. 
f . : '. '· 

., 

, 

.- .. ·.: . . 

. ·, , 
.• 

•-\;' 

~. . ~' 
. ·:o 

. I 

._ . , . . .. ' 

.··--·· . 

.-..#" 

.· . 

'\ 
: ',' ', '• I · '\. 

··'·/ 
.. i. 

·. ·-:· ' :. · ... 
! . ; .. ' . "" ~ -, .. 
. · .. ": . . 

·' :· . '··. ':'
. ,: . -~:0 . ... . 

. -~~ 

~(-

~~;-

~· 

.'=> 

.. 

.,. 

. ( 

• 

·' ' 

. . . 

· ::.'=-: •. :· ,''' . .• 
.. 

1,,· . 

. . . . . . " ~ 

: : ·->. :·~ •: .. '. : . , . ~~~ 

-~\: ~ ~-~~ :.:~~· 
. I 

. 
. ' 

·"-:-
. , 

Aence ~here exists .a in A{a } 
0 

f(a) = p(B) as in the following diagram: 

"· '• 

.~. .. 

..,n _·>· 
tt .'-... . . 
:~~· .. 

a. • I~ •. ' ' ,'It • 'I 

131. 

such tha't 

D 

c . . . ~~: 

. . ·au~ · we have·. :6i ;' ~·. · D (d~~ ~{)·~ · .~;.·:: i!l.· D_(~0~:d2) ; :wlii~h ar~ ··l~fts :. , . 
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.. ,, 

. · . B~ ~e · hav~ · the s~quence . 

. ·· (E;~0).. ~((E ~ Bl~EO. 1'1 .s
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_1) ·!i (£,~0) . . , 
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~~ ... : . ;..· .. where So ···p f't .=' .p u~l =·a'" l . 1 . 1 \ : -: .' . 
• • ~ j 0 • • 

. •: 

.. •,I 
Thus 

. ·: ·:· . . 

. · .P~rt .. (i'i) o~ . the. ·defin}:ticin ·hc)'rds · ·~~ ~~mmutativit; . of · · · · 
• :· • • ,o.<: . :. ~ • .' • ,.:· ~ • ·, .' ' .'_',> •. ':.'· . .. ~ • ·. ;'. ·: .. .. . ' • ',,. · ' •. ~ · 

· .·-Diagram-5.2.7-. · · · .. ·· .. · .. . ... ... · ... ·. · ·· · .. 
. : ' ' ·: ~ .~ ·.: .~ ' . - ~: . ... . ·_. · .. ~: _ · .. · ...... . ··. ·: .. · ··:' . •; .. _···.- .·· . f .. .. · .. ~ . 

" _.· . .. And 'fo~ ,.CH~~ - w~' ~ve .·G .. o ~- / .:pj;1~~~- ~ :·£s~_- : ··cci1~~c0~E0l ~ . i: ~.· '(a~~0). 
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.We can form a ~layer,-Vietoris sequence associated with a 

h.oinotopy pullback as follo~s: ... 

• Consider Diagram~. 5. z·. 2 and 5. 2. 3 and- assume · tha.t 5 ~ 2 •. 2 -is 
: . 

... :# · . ·. .. .. -' .. ' .... · . ... - ... ,•.. . ..: .. ---: . ' . . ··' - ~ ._: .... 'j • : ., .. · • --: 

.ahoriiC;>topy _pullback. Thes~ dugra:Jns . can .be ;.writ~ett t~gethez: as Jollows: , _ _.. ·. .'· ·. 
' ' ' ' • .. • •' ' ,• ' ' • • ' , ,' ·,. •'' -• " , , ' " • I .~ , :'·,;,'' • ' 

.: . . . . . . ·. . . . . - . :::·'':' 

. · . .' :· ·.' (A,Ao) · .· f........ . . ..... (~·~Bo) :...·.._: · .. · :· · .. ·-:':-· .. -.... · ·- ... ·-... .... :.: ·~ -:~~ ---: '· .. . ' .... ~: ';5!' . . . ·. ·:. ·-··.; -~- - .. 
·>···· :· .. :· ., .. . , . ·· .. :·. '· ~ . .' .. :·_-, · .. ·.· ... _ ' ·: .:: .. : ·· . . _:·:_ .. :·:.:::::_,- . :·_.: <._<·~.-~·-·::__:·. · . ·: ·· l . 

. . t .... ·. · .. ~ .. - .. :_ · 'i . : · 1 : -·· i . . · · h· ' · . . . .. - . ::.-··. 
. '(Eh k,;EO )~)(BfJD ·._, _BJl .. ~o ); :, - .-:,. ·.: :-... :·:'··: - ., ... ,: .. • 

· .... ·._ :: .-. ·:_·_ .. ·- :/q· -:~.· ': llJ',.. . ·· .. . ' . --~. :" '.--.. ',. '··:· .. ·.:· :. ~ .. · ·'::. . .· - .. . . 
,/q :·. . ·a~ . ... . ·.·· . . . : .. 

(C,.C0~· ;k · (D,D(,). .. 

,.,- . 

The· ·fro.nt trapezo~d is ~- -. p"!-llback in -Topp'clir .·and the ··.?ac~ ·squ~re:· is' a. 
. ... .. . .·· .. 

honip'topy pullback. 'It is ·easil.y S,een that the. two tri~ngles ~oJi.!,inu~e .. ~ · 

\ '' 
'.:.: \~- . 

• ' ..;_ ·: - j · · · , 

.. 
. . . .. 

' ' . - ' . ' . ' ' . . . . . -.. : ... . . . ~ ·. '. .: . 
. ·i.e. ~ _ciw. ': ~ : and eu =·· h and that 'the top trapezoid .i~ 'Obci!Rot.opy. 

I .' . . _. . . • . ,._, : 
·' . -... ' 

commutative. ·. Pu~the_nnore~ ~~ hav~- that ·. -~· . an~ ._, ~· ··_are .'Ji9mo~op~ : 
.. - : ... ,.. . . . . . (, • . ' .. J · ._.-;:'· 

. e·quiyalence~ : in Toppair. and_ . -~ .is a T~ppair., fib;r~tion: ·. ~en·c.e:' _ fo'~ ·. .· , .. 
·, :,' ,., , .. ( ', • '., • ' ·,' • ',' ,• ., ' '•, '., .' I .: ' _'': · ... ·. ·.~~ , ·,.·~ ,, ·.· _.' ' :- ' ·:··~ · · , , • I: '• .. ~ :, ' 

-'. I · 

. aU . . · ~~ ~ Z~) :. ~n. ~ . ~o-pp~~~, · ."rf~ . ha~~ . the.' folJ·ow~ng : ~nd~ced· .. d_f~g~~~ . :-,::: ·. · · :: · . · ·. · 
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Thus for any· ~omotopy pullbac.~. i'n Toppair we get· the. induced 
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~y~t-V~~toris type :diagram ·tha't follows: . 
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